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AVANT-PROPOS. 



Le programme de TÉcole Polytechnique comporte actuelle- 
ment renseignement de la partie essentielle de la Mécanique 
analytique. Cette innovation récente, sans précédent, a eu 
pour conséquence de donner, d'autre part, de l'extension à 
Tancienne Mécanique rationnelle, et d'exiger, dans le Cours 
d'Analyse, la réintroduction du calcul ou méthode des va- 
riations. 

Les Tomes I et II, et accessoirement les suivants, de cet 
Ouvrage présentent ainsi des lacunes que je me propose de 
combler dans ce Volume. 

A l'exemple de quelques auteurs du commencement de ce 
siècle et pour éviter au lecteur des recherches fastidieuses, 
j'ai cru devoir donner, dans une introduction, un précis du 
calcul des variations. 

Le Chapitre I de ce Volume renferme d'abord un exposé de 
la méthode de la variation des constantes arbitraires, réduite à 
ce qui concerne les équations du mouvement d'un point libre 
dans un plan. Cet exposé est suivi d'une application à la solu- 
tion, par approximation, du problème du mouvement, dans 
un milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de 
la vitesse, d'un point attiré par un centre fixe en raison de la 
distance. Le Chapitre se termine par un second exposé, celui 
de l'emploi des coordonnées elliptiques dans certains pro- 
blèmes de Mécanique, avec application au mouvement d'un 
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point attiré par deux centres fixes en raison inverse du carré 
de la distance, et par le milieu de la droite qui les joint en 
raison de la distance. 

Le Chapitre 11, qui se rapporte au mouvement d'un point 
sur une courbe fixe, renferme : i<» les démonstrations analy- 
tiques des théorèmes de Salladini et de 0. Bonnet relatifs à la 
lemniscate, et du théorème de Jean Bernoulli sur la synchrone 
de la cycloïde, puis le développement en série de la formule 
du pendule simple d'après Télégante méthode de Despey- 
rous; a'^la théorie des tautochrones de Puiseux; S'» une étude 
complète des brachistochrones , dont une partie revient à 
M. £. Roger. 

Dans le Chapitre III, je donne une forme nouvelle à l'équa- 
tion complémentaire en coordonnées rectilignés du mouve- 
ment d'un point sur une surface fixe ; je reproduis, à quelques 
différences près, la démonstration, due à M. Darboux, du 
théorème de Joachimstahl relatif aux lignes géodésiques de 
Teilipsoïde. Une nouvelle formule, se rapportant aux lignes 
géodésiques d'une surface de révolution, me permet d'étendre 
à toutes les surfaces de révolution du second degré le théo- 
rème établi par Gudermann pour l'ellipsoïde seulement. Je 
donne ensuite les équations du mouvement d'un point sur 
une surface en coordonnées cylindriques, avec application au 
cas où la surface est de révolution, et à celui d'un hélicoïde 
gauche lorsque le point est soumis à l'action d'une force 
fonction de la distance à Taxe. Le Chapitre se termine par les 
développements en séries des formules du pendule conique 
et parla recherche de l'influence d'une résistance d'un milieu 
proportionnelle au carré de la vitesse sur le mouvement du 
pendule conique faiblement éloigné de la verticale. 

Le Chapitre IV est consacré à la Mécanique analytique pro- 
prement dite. Après avoir reproduit les équations générales 
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du mouvement d'un système à liaisons, j'arrive aux équations 
de Lagrange en coordonnées quelconques en m'appuyant sur 
un théorème, préalablement démontré, dû à Hamillon. Ces 
équations me permettent d'établir celles du mouvement d'un 
point en coordonnées curvilignes orthogonales, et ces der- 
nières me conduisent aux équations transcendantes des lignes 
géodésiques de Tellipsoïde. Je donne ensuite quelques appli- 
cations des équations de Lagrange, les équations canoniques 
de Hamilton, le principe de la moindre action (d'après Ja- 
cobi) avec quelques applications, la démonstration de Lejeune- 
Dirichiet relative à la stabilité de l'équilibre; enfin l'étude 
des petits mouvements d'un système à liaisons complète le 
Chapitre. 

Le Chapitre V est un complément de Statique. J'y démontre 
d'abord les formules relatives à l'attraction d'un ellipsoïde ho- 
mogène sur un point, après avoir établi les formules générales 
de Gauss qui se rapportent à l'atiraction ; j'arrive ensuite à la 
forme du solide de plus grande attraction du marquis de Saint- 
Jacques. £n continuant, j'établis plusieurs nouvelles équations 
relatives à la forme d'équilibre des courbes funiculaires, qui 
permettent d'arriver immédiatement à la solution des pro- 
blèmes de la chaînette, des câbles des ponts suspendus, d'un 
fil sollicité par des forces élémentaires fonctions des distances 
à un axe fixe. Après avoir dit quelques mots des fils d'égale 
résistance, je donne des équations du mouvement d'un fil, 
qui reste compris dans un plan, une démonstration analytique 
bien plus facile à suivre que la méthode géométrique du 
Tome IL Le Chapitre se termine, notamment, par une théorie 
de la vis à filet triangulaire, plus satisfaisante que celle du 
Tome III, et par une théorie de la vrille et du pieu à vis. 

Le Chapitre VI se résume dans l'exposé des propriétés de 
la polhodie et de l'herpolhodie, et dans une solution, plus 

a. 



VIII AVANT-PROPOS. 

simple que celle de Poisson, du problème du mouvement 
d'une toupie sur un plan mobile. 

Dans le Chapitre VJI, j'expose une théorie nouvelle du 
choc des corps semi-élastiques, qui me conduit, lorsque les 
corps sont libres et animés de mouvements quelconques, à 
des résultats aussi simples que dans le choc direct. J'applique 
ensuite celte théorie au cas où l'un des corps est assujetti à 
tourner autour d'un axe fixe. 

Le Chapitre VIII est consacré à quelques questions d'Hy- 
drodynamique. Bien des géomètres avaient contesté la rigueur 
de la démonstration que Lagrange a donnée de son théorème 
relatif à la conservation du potentiel de la vitesse; j'y sub- 
stitue celle de Cauchy, qui est à l'abri de tout reproche. Je 
montre ensuite comment, dans quelques cas, les équations de 
l'Hydrodynamique permettent de résoudre la question du mou- 
vement permanent d'un liquide pesant contenu dans un vase 
de révolution donl l'axe est verlicaK J'avais reproduit presque 
intégralement au Tome II la substance du Mémoire de 
Clebsch Sur le mouvement d'un corps pesant dans un 
liquide. J'ai cru devoir revenir sur ce sujet, en vue de simpli- 
fier les calculs, surtout ceux qui se rapportent au cas où le 
soHde est un ellipsoïde. Le Chapitre se termine par un exposé 
de la théorie des ondes liquides empruntée à Poisson, mais 
en lui faisant subir d'importantes simplifications. 

Dans un Appendice, j'ai réuni un certain nombre de ques- 
tions, de manière à constituer à très peu près, avec la sub- 
stance des Tomes I et III, une nouvelle édition de mon ancien 
Traité de Cinématique pure. Les principales innovations que 
j'ai introduites à ce sujet sont les suivantes : 

Théorie nouvelle du roulement des surfaces ; 

Analyse des principaux systèmes articulés qui permettent 
de décrire la ligne droite et des arcs de cercle; 
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Propriété de l'accélération d'un point lorsque sa direction 
est constante ou qu'elle passe par un point fixe; 

Recherches nouvelles sur Taccéléralion d'un point d'un 
système invariable. 

En partant de quelques considérations géométriques expo- 
sées au Chapitre qui se rapporte au mouvement relatif, j'ai 
établi, dans une Note placée à la fin de ce Chapitre, les équa- 
tions de Bour, qui étendent au mouvement relatif celles de 
Lagrange, en les faisant suivre de plusieurs applications. 
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INTRODUCTION. 



I. 

Méthode des variations. — Préliminaires. 
1. Soient 

une fonction de x [nous considérerons u comme l'ordonnée 
d'une courbe dont x serait l'abscisse {fig^ »)]; '^o, /Wi deux 
points de cette courbe, ayant respectivement pour coordonnées . 

Opq = xq, mopQ=UQ et Opi = JCi, mxp\ = ui. 

Supposons que les points /Wo, ni\ se trouvent respective- 
ment sur deux courbes données (Co), (Ci) et que Mo, M^ 
soient deux points de ces courbes infiniment voisins de /Wo, 
/7îi. Faisons passer par Mo et Mi un arc de courbe dont l'or- 
donnée Ur=F(^) diffère infiniment peu de celle u de l'arc 
//lo/Wi. 

Soient Op=:x, mp = u les coordonnées d'un point quel- 
conque m de l'arc /Wo/w« ; OP —œ -h dx, MP = u -h ou celles 

VII. I 
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d*un point M de l'autre arc, en désignant par $œ une fonction 
arbitraire de œ, mais qui conserve une valeur infiniment petite 
entre les limites Xo, X\ de x, La variation au de u sera aussi 
infiniment petite. 

Fig. I. 




T. ^^ * 



Soient encore n, N les intersections de /w/?, MP avec les 
arcs Mo Ml et /Wo/Wi ; I la projection de m sur MP; 



(0 

Nous avons 



O) 



= mn = F(j7) — f{oo). 



MN == F(a; -t- hr) — f{x -h Ix) =Y{x) — f(x) -+- [F'(jc) —/'(x)] ^x. 

Comme F'(^) —f\x) est de l'ordre des variations àx et 
èuy nous aurons, aux termes du second ordre près, 



La relation 



MN = w. 



Ml = MN -h NI = (0 -f- — 80? 

ax 



revient à 
De régaiilé (i) on déduit 



^ du > 

<^u=z ta -\ — — ô.r. 
ax 
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d'où 






ou, en remarquant que F«+* (^) ne diffère de/«-^' (œ) = 
que d*un infiniment petit, 

^ dx'^ dx'^ dx^+^ 

Si (Co), (Ci) se réduisent à des perpendiculaires à Ox, on 
peut prendre èx = o; par suite, en vertu de la formule {i), 
6) = Su, et Ton a simplement 

^d^u d^^u 
^ ^ «^« dx"^ 

et, dans ce cas, le signe à peut passer sous le signe d. 
Si Ton pose dx — 9(^), on a 

8(07 -H dx) = (f{x) -h Y(x)dx = ^x-\- dhx 
OU 

(4) ^ dx = d^x. 

La considération géométrique suivante jettera quelque clarté 
sur la signification de ce dernier résultat. Soient m' le point 
de morrii dont l'abscisse est Op' = x -h dx; M' son corres- 
pondant de Mo M I ayant OP' pour abscisse; on a 



OP'=0/?'-f- ^Op' = x-hdx-^ ^x-+- hdx, 



0P'= OP H-rfOP =,rH- ^x-^dx-\-dlx, 

et, en identifiant, on retombe sur la formule (4). 

2. Variation de r intégrale j udx. — Cette variation 
pour expression 

8 / udx = aire PoMoMiPi— mrepomomipi 

= ai^e/?l/^lMlPl— aire/?o'ioMoPo-T- oiremonQ/tinii 

(0 dx 
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OU, en ayant égard à la formule (2), 



/ ucLc — Ux o.ri — Wo 5.ro H- 1 {^udx — Zx du)\ 

une intégration par partie donnant 

= Mj Ôjci — I/o Ôjto -•- / (ow rfo: — 5x é£w ), 

on a, sans restriction, que' les limites Xqj X\ soient constantes 
ou variables, 

(5) I udx= I o(udx). 



•« Il 



3. Expression de la variation de l'intégrale 

/ ^{'^^y,y\y\ ...)dr, 



• »• 



c/a/i^ laquelle ^^^ une fonction donnée de x, d'une fonc- 
tien quelconque y de x et de ses dérivées successives j', 
j", — Nous avons, après une intégration par partie, 



(A) 



0/ edx= i o{Qdjc)= f \^edx-i-edùj:) 
= (8o.r)J;-f- / (oBdx — oxde). 



En adoptant la caractéristique â pour les différentielles par- 
tielles et réservant la caractéristique d pour les différentielles 
totales, nous poserons 

^-L ^-M ^^-\I' ^-M" 

et nous aurons 

8e = L 8x H- M 8;- -h M' 8j-h- . . . , 

de = Ldx ■+- Mdj H- Wdr-i- .... 

en portant ces valeurs dans la formule (A), nous obtien- 
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drons 



Si Ton substitue les valeurs suivantes, qui résultent de Tap- 
plication des formules (2) et (3), 

û^.r dx ' ' 






il vient 



En intégrant par partie, on obtient 

/ M' -7— rfj: = M' 10 — / w -^- fltr, 
J dx^ dx J dx dx 

J dx^ ~ dx^ dx cLjc lix^ J d.jr^ " ' 



et, si Ton pose 

— ... 1 10 



(6) 



~^ \ dx dx^ ' ' ' / 

[^„ dW d^W \,. 
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on a 



(8) 8 f ' e dx = (S Ù.V -h r^)%l -r- f \x>YcIjc, 

4. Supposons que 6 renferme, en même temps que j, une 
autre fonction z de œ, ainsi que ses dérivées, et posons 

^ = 03 — 2'8.r, 

^-N ^~N' ^-N" 

ôz ~^' dz' ~ ' dz"~^'' 

et, de plus, 

(6') < ^ ^ 

La variation de l'intégrale, lorsque l'on fera varier simulta- 
nément j et z, sera 

5. Admettons actuellement que renferme non seulement 
les fonctions/ et z et leurs dérivées, mais encore les valeurs 
de ces quantités qui se rapportent aux limites. Nous avons 

oe = (L ox H- M h' -h M'a/H-. . . -h N 03 -h N'02'-f-. . .) 

âe ^ de ^ 

-+- - — ô.ro -+- - — o.ri 

OJCq ÔJCi 

de ^ de ^ , de ^ de ^ , 

de ,, de ^ , de ,, de ^ , 

dzo dzQ " dzi dzi 

En substituant cette valeur dans la formule (A), la partie 
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entre parenthèses donnera la valeur (8'), à laquelle on devra 
ajouter 



w 



__ . r^' de 



dx H- 8 






dx 



dx H- . . . 



(9) 



' -- dx-h ^Z\ / -r-7- 



dr -h ^z'n I -v^ dr -\-. . . 

.r. 



fl?^ 



• • • • 



On aura donc, pour la variation totale de l'intégrale, 

(8") ù f 'e^ = (e8x + 7) + Ç)Jj + T^H- /* '(a)YM-cpZ)fltr. 



/>^^ rnoxima et minima. 

6. Pour que les fonctions r et z, considérées comme indé- 
terminées, rendent maximum ou minimum Tintégrale 



/ 



.r. 



6 dx^ 



il faut que sa variation soit nulle. Pour savoir s'il y a maxi- 
mum ou minimum, il faudrait s'assurer que la somme des 
termes du second ordre de cette variation, qui n'a pas été cal- 
culée, est négative ou positive. Mais cela n'est pas générale- 
ment nécessaire, car on voit presque toujours a priori si un 
problème comporte un maximum ou un minimum. 

7. Supposons d'abord que ne renferme qu'une seule 
fonction inconnue j, sans comprendre les quantités relatives 
aux limites, ou que l'on ait à appliquer la formule (8). 

Si l'on donne des valeurs déterminées aux coordonnées et 
aux variations qui se rapportent aux limites, le premier terme 
de l'expression (8) prendra aussi une valeur déterminée; 
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mais, dans le second terme, il entre sous le signe / le facteur 
arbitraire w, et la variation de l'intégrale ne pourrait être nulle, 
quel que soit o. Il faut donc qu'on ait séparément 

(10) ( e o.r -f- 7) ) J; =o, 

(11) Y=o. 

En admettant qu'on puisse intégrer Téquation (i i), on expri- 
mera jo, /o» • • •> T«> J«> • • • 21" moyen des constantes intro- 
duites par rintégration et des abscisses Xoy X\, On portera ces 
valeurs dans Téquation (lo). Les relations données par la na- 
ture du problème entre les j, y', ... relatifs aux limites per- 
mettront d'éliminer autant d'inconnues et de variations dans 
réquation ci-dessus, et en égalant à zéro les coefficients des 
variations restantes, puisqu'elles restent arbitraires, on obtien- 
dra des équations qui permettront de déterminer les inconnues 
restantes, par suite les autres inconnues, au moyen des rela- 
tions données. Ces généralités seront éclaircies par les appli- 
cations que nous ferons plus loin. 

8. Dans le cas plus général où s'applique la formule (8''), 
on devra avoir, en raisonnant comme ci-dessus, 

(n') toY-f- cpZ — o. 

Si les fonctions j et z sont indépendantes, on devra avoir 
(il') Y=o, Z = o, 

soit deux équations différentielles que Ton aura à intégrer. 

Admettons maintenant que nous ayons entre ^, j et z une 
relation donnée de la forme 

F(.r, j, s) = o; 

les coefficients 6) et o ne seront plus indépendants, et l'un 
d'eux seul restera arbitraire. Nous avons 

d¥ ^ d? ^ d?^ ; 

-r- OJC -H -— Ô r -4- • - OZ = O ! 

dx ây "^ âz 



ou 



dF^ dF / dy , \ âF / dz ^ \ 
ojc Oj \ (Le / oz \' dx I 
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€omme nous avons aussi 

dF ÔF dr dF dz 
ox oj- dx dz (Âjc 

il vient 

ÔF dF 

En éliminanl 9 entre cette dernière équation et Téqua- 
tion (il'), puis égalant à zéro le coefficient de w, on trouve, 
pour l'équation différentielle que Ton aura à intégrer, 

(M-) ^ ^ 



df dz 

9. Maxima et minima relatifs, — Supposons que ne 
renferme, en dehors de Xy que y et ses dérivées, et que Ton 
veuille rendre 



(«) / 



%dx 



maximum ou minimum en s'imposant la condition 

(a') Ç \Vdx = a, 

dans laquelle Y est une fonction donnée de même nature 
que t) et a une constante également donnée. 
Nous avons d'abord 

O) (eo.r -h -/));;-+- / tMYdx = o. 

Comme la variation de l'intégrale (a') est nulle, nous avons 
aussi une équation de la forme 

dans laquelle x et U sont pour w les équivalents de tî et Y 
pour 0. Si nous posons 

(y) f i^\]d,v=fix), 



10 HUITIÈME PARTIE. 

nous aurons/(,ro) = o, ei l'équation (P') deviendra 

(8) (wa.r-^x);.-i-/(xo = o. 

On déduit de l'équation (y) 

(O = - — - — - • 

U ' 
en portant cette valeur dans la formule (P), on obtient 

ou, en intégrant par partie, 

(e 8.r + r,);..+ [^ï/(.r)|''- ^'' {V^ f{x)d,r = o. 

-"0 

(]omme/(x) est arbitraire, il faut que l'on ait séparément 

En désignant par m une constante, la seconde de ces équa- 
tions donne 

(a) Y — wU=:o, 

et la première devient 



1 

ffl ^ •'o 



Si Ton porte cette valeur dans la formule (ô), on obtient 



•r» 



Les équations (a) et (b) ne sont autre chose que celles qui 
expriment que 

I (e — mW)dr 

est maximum ou minimum, et Ton rentre dans le cas ordi- 
naire. 
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Si m vient s'ajouter au nombre des inconnues, nous avons 
aussi de plus la condition {a!), et la question peut, par suite, 
être considérée comme résolue. 

10. Abaissement de l'ordre de l'équation différentielle 
dans quelques cas spéciaux lorsque la fonction ne ren- 
ferme que y et ses dérivées, — Si j, j', . . . , j' n'entrent 
pas dans 0, l'équation Y=o peut s'intégrer successivement 
i-hi fois, et son ordre sera abaissé de / + i unités. 

Supposons maintenant que ne renferme pas x implicite- 
ment. Nous avons 

(c) ^ = M/+My + ..., 

, -, ., ., dw dm" 

d'où, par l'élimination de M, 

^?-M'^ — ' w^-^^ '-4- 
dx djc dx dx^ d,£^ 

et, en intégrant, 

• e ^ const. = M','-./(m' g' - 5|:> ') d. 

j\^^ l^^-d^^)^'^--- 
.,, , .„dy dw , 



■/(' 






Si l'on intègre par partie, on a 

fw ^ dx = M"' ^' - T— ^' d.v 
J dx^ dx^ J dx dx^ 

^„„ t/2 }' dW dv' r d^ W dr' , 
dx^ dx dx J dx^ dx 

- dx^ dx dr "*" dx^ ^ J dx^ ^ 
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Par suite, 



e4-const.-.(M'--^M--^-...), 






ei l'on est ramené à intégrer une équation d'un ordre inférieur 
d'une unité à celui de Téquaiion Y = o. 

Si, dans leur ordre de succession, j, j', j", - • , J' ne fi- 
gurent pas dans la fonction 0, on réduira par des intégrations 
successives de /+i unités Tordre de l'équation différentielle 
Y = 0, puis on éliminera entre l'intégrale obtenue et l'équa- 
tion (o) la dérivée partielle M', et une nouvelle intégration 
pourra s'effectuer. 

Supposons, par exemple, que ne renferme que x' ^^ j"» 
les équations (c) et (rf) deviennent, en désignant par C une 
constante, 

d,i' * ■ ' 

d'où, par l'élimination de M', 

d(è ^d)' ..^dy" dW , 

dv dx djc dx 

et enfin 

(!•/) e-4- Cr'-i-C' = M'>% 

en désignant par C une seconde constante. 

11. Cas particulier où la fonction ne renferme que œ, 
XjT ' — L'équation Y = o se réduit à 

(i3) M -r- — o. 

dv 

Admettons qne 8 renferme aussi Xq et x^. Les formules (6) 
et (9) nous donnent 

7)=M'(§/' — /' ô-c), xn — ^Xq I - — dx-\-^xi 1 — — dx, 

•«0 •* • 
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D'ailleurs, Tensemble des deux premiers termes de la for- 
mule (S''), où Ton fera Ç = o, doit être égalé à zéro, et Ton a, 
par suite, 

I 8 Sx -t- M'( OK — ) ' Ôj?)!'"' -h o.ri / -7 — dx 4- o.ro / ^ — dx = o. 

Si les variations relatives aux limites sont indépendantes, cette 
équation se dédouble dans les suivantes : 

f -^dx = O, 

(«4) { 

-— dx = o. 

Dans le cas où x n'entre pas implicitement dans la fonc- 
tion 0, l'équation (12), qu'il y a avantage à substituer à l'équa- 
tion (i3), devient 

(i5) e = M'^'-+-const. 

Si à j, et dans les mêmes conditions, vient s'adjoindre z 
dans la fonction 0, on joindra à l'équation (i3) la'suivante, 

et, si les limites sont indépendantes, les conditions (i4) de- 
vront être remplacées par celles-ci : 

<'4') < 

[e Sjc -4- W{of —y 8jc) h- N'(83 — z' 8.r)]^o— 8x0 / -^— ^ = o- 



Applications à la Géométrie, 

12. Lignes de longueur minimum, — 11 s'agit de déter- 
miner la plus courte distance d'un point à une courbe ou à 
une surface, d'une courbe à une autre courbe ou à une sur- 
face, d'une surface à une autre surface, enfin de deux courbes 
tracées sur une surface en restant sur cette surface. 
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On a» dans tous les cas. 



«) 



e 


= v^i-i-y» 


-^3'», 


M- 


o, 


N = 


o, 






w 


y 






N' 




3' 




rf3 




y/i^y 


-h 3'» 


/T 


-^y* 


-h 3'» 


rff' 


Y 


dW 

~~ dx 


z- 


dz 


• 











Les équations (ï4') se réduisent, pour chaque limite, à la 
suivante, 

y' 

y/i-f-j'^-h z'^ 8x -f- • ( 0/ —y 8j7) 

H (Û3 — Z OX) = O, 

V/l-i-j'2-i-3'2 

ou, en réduisant, 

(A) 8,r 4-y or -f- 3' 83 = o. 

Cette équation, mise sous la forme 

S.r r/,r 8r dr 83 /f3 
ùs as ùs ds 0.V a.v 

exprime que la plus courte distance est normale à la courbe 
ou à la surface sur laquelle doit se trouver l'une ou l'autre 
de ses extrémités. 

1° Plus courte distance dans l'espace. — Les équations 
Y = o, Z = o donnent 

M. = -T- = const., N'= -p = const., 
ds ds 

et la plus courte distance est une droite que nous représen- 
terons par 

{h) r z= ax -+- ù, z = a'.c-\~b'. 

Supposons que l'extrémité {xo, y^, Zq) doive se trouver 
sur une courbe; nous aurons des relations de la forme 

d'où 

^/o = /o ( -^'o ) S.ro , 03o = cpo ( jco ) J7o , 
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el l'équation (A) nous donnera, eu égard aux valeurs a et a' 

dey el z'y 

Si Taulre extrémité (^i, ji, Z\) se trouve sur une autre 
courbe, nous aurons aussi une relation de la forme 

et les équations (co) et (ci), jointes aux suivantes, 

/oC-^o) — /i(.2^i) = a{xQ—x^), 
fo(^o) — fi(^i) =a'(j:o — -^i), 

permettront de déterminer a, a', .ro,^i, par suite jo, ^o> Ju^i- 
Supposons maintenant que le point (a?,, ji , sti ) se trouve sur 
une surface 

{d) zi=<ï>(^i,ji); 

nous avons 

Si nous portons cette valeur dans la formule (A) après y avoir 
fait y =zay z'=:a\ nous trouvons 



( 



i H- a - — ô.ri -H { a -h a - — ) ô/i = o, 



et, comme dXi, d^t sont arbitraires, nous devons avoir 
nous avons d'ailleurs 

.g. 1 /i(-^o)— ri = rt(.ro-.ri), 

) To('^o) — *(.>c"i,7i ) = rt'ixo — .r, ), 

et les équations (co), {e), (/) permettront de déterminer les 
inconnues ^'o, «Ti, ji, a, a'. 

Le problème se résoudrait de la même manière si le point 
(a?o, Xoy ^o) devait se trouver sur une surface. 
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2<» Plus courte distance sur une surface, — Soient 

F(.r, r, 3) = o 

réquation de la surface; 

a, P, y ] les angles / la tangente à la courbe; 

>, /x, V I formés avec 0.2?,; la normale principale à cette courbe; 

i, m, n) Oj, Oz par (la normale; 

t Tangle de contingence. 

L'équation (ii"*) du n° 8, qui reçoit ici son application, de- 
vient, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de Y et Z, 

dW rfN' 



cosw cos/ 
Mais on a trouvé plus haut 

M'=cosp, N'=cosy; 

d'où 

^M' = ^ cos p = £ cos \x, dS' = rf cos 7 = £ cos V, 

par suite 

C0S[JI C08V 






COS m cos// 
En désignant par k ce rapport, on a 

cos [1 = k cos m, cosv — A cos/i, 

ou 

cos [X cos p = A cos m cos p , cos v cos -^ = k cos n cos y , 

et comme 

coS(Jtcosp -+■ cosv cos Y — — cosX cosa, 
cosw cosp -h cosM cos Y — — cos/ cosa, 

il vient 

cosX = A- cos/. 

Il suit de là que /r = i, 1 = 1, Donc le plan osculateur est 
normal à la surface, ou la plus courte distance est une ligne 
géodésique. 

L'équation (A) reçoit encore ici son application; d'où il suit 
que la plus courte distance de deux courbes tracées sur une 
surface est normale à ces courbes. 
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13. Courbe plane quiy passant par deux points donnés mo, 
m\, engendre par sa révolution autour d'un a^e compris 
dans son plan une surface minimum. — Soient 

réqualion d'une courbe passant par les deux points donnés 
/Wo, mt et par un point /7î2 dont on peut faire varier les coor- 
données ÛC2, Jaî 

r dx 

l'aire de la surface de révolution autour de Ox engendrée par 
la courbe. Si, X2 restant constant» j2 diminue de -}- 00 à — x , 
l'intégrale ci-dessus variera entre ces limites ; S décroîtra con- 
stamment de H- 00 à G, ou passera au moins par un minimum 
suivi d'un maximum. On ne considérera que le second de ces 
cas en remarquant que pour un minimum ou un maximum 
X2 devient une fonction déterminée de X2- En faisant varier X2 
entre xo et Xi, S prendra une valeur minimum F(.ro, Xi ) plus 
petite que toutes les autres, et il est clair que la courbe cor- 
respondante différera moins de la corde //lo/Wj que celle qui se 
rapporte au maximum suivant. En faisant varier la forme de la 
courbe, le minimum F passera par un minimum minimorum, 
et c'est la forme correspondant à ce minimum qu'il s'agit de 
déterminer. 
Nous devons donc rendre minimum l'intégrale 



•* n 



I -h /'"^ dx. 



Nous poserons en conséquence 



M'= '^' 



Comme© ne renferme pas a; implicitement, nous appliquerons 
la formule {\i) du n" 10 qui nous donnera 

y cos a = C . 
VII. 2 
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La courbe est donc une chaînette dont 0^ est Taxe extérieur. 

Proposons-nous de déterminer cette courbe dans le cas 
simple où les points /tzo» nti se trouvent à la même distance ^'i 
de Ox. L'axe transverse Oj se trouvera à égale distance de 
/Wo, m\ et Ton aura 

Soient a l'ordonnée inconnue du sommet, ai l'inclinaison 
sur 0.Z; de la tangente en mi ; on a (t. T, p. 3i i) 

j = rt/i-h taDg*a, ^ = rttanga; 

par suite 

-f- = fl« log ( tangai h î — ) -+- -?M^ . 

4tc L \ cosai/ cosaij 

Nous avons 

pour déterminer a, et la relation 

tangai = -\e" — e '*/. 



Si l'on pose 




(î) 


a — — j 
u 


on a 




("> 4Tr^î 


— InfX 1 \fïX\orr, -1— Il r» » 


-«4^v^ ' I ^^g^j 1 ^^^^^ 


(3) 


^1 w^ "^ 


(4) 


langai= -(e" — <?-«). 



Les solutions de l'équation (3) seront les abscisses des inter- 
sections de la droite et de la chaînette auxiliaire respectivement 
représentées par les équations 

(5) z^^u, 

Xi 

(6) z =i(e«-+- <?-«*). 
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Il y aura donc en général deux chaînettes passant par les 
points /72o)/ni. D'après ce qui a été dit plus haut, le minimum 
de S sera engendré par celle des deux chaînettes qui s'éloi- 
gnera le moins de la droite rn^m^, c'est-à-dire dont l'ordonnée 
du sommet sera la plus grande , qui correspond à la plus 
petite des racines de réquation(3); mais, pour que la droite (5) 
coupe la courbe (6), il faut que son coefficient angulaire soit 
au moins égal à celui de la tangente à la courbe menée par 
l'origine. L'équation de la tangente au point (z', u') de cette 
courbe est 

et, en supposant z = o, w == o, on a 

pour réquation que fera connaître l'abscisse du point de con- 
tact de la tangente menée par l'origine. Celte équation a une 
racine comprise entre i et 2 et elle est unique. On reconnaît 
facilement qu'elle est même comprise entre i , i et i,ix et qu'elle 
diffère peu de la seconde de ces limites. En appliquant la règle 
d'approximation de Newton, on trouve 



il faut donc que 



ou 



" = 1,1997; 

^^1,5089. 

Dans le cas de l'égalité, il n'y a pour S qu'un minimum, et 
les tangentes aux extrémités de Tare de la chaînette passent par 
l'origine des coordonnées. Comme on a tanga, ~i ,5089, il 
vient 

--2,731. 



^TZXl 



r^ _ 



Considérons maintenant le cas de -^ =3; l'équation (3) 
devient 

(8) -(e«-+-e-") — 6 = 

u 
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et a une première racine comprise entre o et i, que nous allons 
d'abord calculer. En développant en série, on a 



I . V I / U^ H 



\ 



1 , , J / II- U" \ 

u= -^(e'^'i-e-^) = - iH- — H h... . 

o J \ b 24 / 

On voit que la racine dont il s'agit est un peu supérieure à - 

o 

et, par des approximations successives, on trouve 

u = o,3544- 
On a ensuite 

tanga|= - e«— 6> «) = u{ i-+- — -\ h-... r-. o,36i84 

° '2 \ (1 I*20 I 

et le minimum de S est donné par 

r = 6,3o45. 

47r^f 

La plus grande racine de l'équation (8) est comprise entre i 
et 3 et ne doit pas différer beaucoup de la seconde de ces 
limites; on trouve qu'elle est un peu inférieure à 2,83 et que 
sa valeur est à très peu près 

u = 2,8293, 

d'où 

langai = 8, 'J432. 

Le maximum de S se déduira de la formule 

47r.>cî '^' ' 

11 paraîtrait résulter de ce qui précède que le plus petil des 
minima de S pour une valeur déterminée de ix\ répondrait 

à la limite inférieure de -—• 

X\ 

14.. Courbe plane, passant par deux points donnés où les 
directions des normales sont également données, qui dé- 
termine Oi^ec ces normales et sa développée une aire mini- 
mum. — Soient p le rayon de courbure au point {x, y) et a 
Tinclinaison sur Ox de la tangente en ce point. 
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On a 



3 



p = ( ir— ) » da= • ■ ,^ a.r. 

L'élément de Taire étant 



on posera 



d'où 



- p« t]?a = - ( ^— d.r. 



e = (l±^*V, 



II 

r 



La formule (12') du n<» 10, mise sous la forme 
donne 



(a) ^ •; ^ -hGK^-hC^=o. 

Cette équation revient à la suivante 

P H- G sin a -h C cos a = o 

ou à 

p = A cos ( a — £ }. 

Soient Ox' une droite faisant avec Ox l'angle c ; x Tinclinaison 
de la tangente sur celte droite, on a 

p = A cos a', 

ce qui caractérise une cycloïde dont la base est parallèle à Ox' . 
L'intégration de l'équation (a) ajoutera deux nouvelles con- 
stantes arbitraires à G et C', et les quatre constantes se déter- 
mineront par les conditions qui sont exprimées dans l'énoncé. 

15. Courbe plane d'une longueur donnée l entre deux 
points donnés et qui, avec les ordonnées de ces points et 
Vaxe Oxy détermine une aire maximum. — Il s'agit de 
rendre maximum l'intégrale 



/ .; dr, 
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en remplissant la condition 

(a) f ' ^7^y~* djr =-- l 



/'»i 



D'après le n° 9, on est conduit à poser 

m étant une constante inconnue. On déduit de là 



M'^-.^:^, 



et l'équation (i5) du n° 11 donne 






/ 



I -H Y 



d'où 



ctr = 



et, en désignant par CJ une seconde constante arbitraire, 

(7-C)*-l-(:r-C')«=/n*, 

équation qui représente une circonférence. On éliminera C et C 
en exprimant que la circonférence passe par les points (^o, Jo), 
(a?i, ji), et réquation (a) fera ensuite connaître le rayon m. 
Mais cette recherche est inutile; car, en désignant par a la dis- 
tance des deux points, on a 

. I / 

a = 2/wsm - — > 
2, m 

d'où m. 

On conclut de là que, de toutes les courbes fermées isopé- 
rimètresy la circonférence limite la plus grande aire. Il 
suffit, à cet effet, de supposer que les points (^o, Jo), (^i> Ji) 
sont infiniment voisins. 

16. Courbe plane de longueur l entre deux points dé- 
terminés quiy en tournant autour d'un axe Ox situé dans 
son plan, engendre un volume maximum. — Il s'agit de 
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rendre maximum Tinlégrale 

f jr^dx 

en satisfaisant à la condition 






On posera, en conséquence, 



d'où 



M'=-.^=^, 



v/iH-y 

et la formule (i5) du n° 11 donnera 



mj* 



ou 



/i-f-y* 

On déduit de là 

intégrale qui dépend des fonctions elliptiques. 

Si Ton différentie Tavant-dernière équation par rapport a x, 
on trouve 

m y 

ijr = o 

(i-t-7'2)t 

ou, en désignant par p le rayon de courbure, 

p AW 

ce qui caractérise la courbe dite élastique, 

17. Courbe plane de longueur donnée l entre deux points 
déterminés qui y en tournant autour d'un axe Qx compris 
dans son plan^ engendre une surface minimum, — 11 faut 
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rendre minimum l'intégrale 



J'- 



en satisfaisant à la condition 

/»•'■« 

On posera donc 

e = (j-Hm)v/i-T-/'^; 

mais on rentre dans le cas du n** 13 en y remplaçant x V^^ 
y-h m. On a donc 

équation d'une chaînette dont Taxe extérieur est parallèle à Oœ. 

18. Courbe plane passant par deux points déterminés 
qui, en tournant autour d'un axe compris dans son plan, 
engendre sous un volume donné i: a une surface minimum. 
— L'intégrale 



•27r / j/ 



1 -h ) '2 dx. 



en satisfaisant à la condition que 



/ y'^dx = a, 



doit être minimum. On posera, en conséquence, 
d'où 

et la formule (i5) du n° 11 donnera 

r 



/l4-/ 



2 
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En différenliani par rapport à x, on trouve 



>^ 



ou 






-7 d- - = 2/W, 



en désignant par p le rayon de la courbure et par p' la portion 
de la normale limitée à 0*r. La courbe peut être décrite par 
le foyer d'une conique roulant sur une droite. 



II. 



19. Développement en série trigonométrique de Vex- 
pression 

dans laquelle a < i et v un nombre quelconque positif ou 
négatif. — En posant 



on a 

cosO = t±l 

'2 

et 

R = [i — aO -h Y) -T- a2 Py]-v = (i — a3)-v(i — «y)-^ 

Si Ton pose encore 

v(v-l-i) vCv H- i)(v-i- '>-) 

1 .2 I .2.i 

on a, en développant en séries, 

( I — ap )-v = I -t- vap -4- vi a» p* -4- V, «3 3^ ;- . . . , 
(i — ay)-^ = I -h va^ -H vj a^y^ 4« vja^ v-J -f- . . . ; 
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d'où, en multipliant terme à terme et en remarquant que Py = i , 

R = i-f- v(P-h Y)a 

[viCP^H- Y*) ■+- vv3( P -+- y') -+- ^1 ''2( P -+- 7)]^* 
[v5(p6+YS-^vvv(P*-4-Y*)H-v,V3(p*H-Y*)H-vl]a« 



Mais, si n est un nombre entier, on a 

p»^- Y" =2Cos/i6; 
R = Ao-i- Al cos6 -T- A2CO826 -f 



par suite, 
en posant 



Aq— i-f- v*a2-h vfa*-}- v|a6-i- 

Al = 2a (v -+- vvia*-}- viVja^-f-, . .), 
A2 = 2 a* (vi -+- Wj a* H- vi V3 a* -f- . . . ). 
A3 = 2a'(v2-h vv3aî-f- viv^a^H-. . .), 
A4= 2a*(v3-f- vv^a^-f- viVsa^-f- . . . ), 
A6= 2a*(vv-f- vvja*-f- ViV6a*-f-. . .), 
As = 2 a^ ( V5 -t- vvfi a* -h Vi v? a* -H . . . ), 

La loi de formation de ces coefficients est évidente. 
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CHAPITRE PREMIER. 

SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL UBRE. 



1 . Intégration par approximation des équations du mou- 
i^ement d'un point dans un plan, par la méthode de la 
variation des constantes arbitraires. — Supposons que le 
point m soit soumis à Faction d'une force principale dériwdini 
d'un potentiel U et dune force perturbatrice px» variable avec 
la position du mobile, p désignant un coefficient constant très 
petit. Les équations du mouvement sont 

d^_â^_ d\r au _ 

Supposons que Ton puisse intégrer les équations 

^' ^ dt^ ~ dx ■" ^' dt~^ " dj- ~ ""' 

et que, a^ «a, as, a» étant quatre constantes arbitraires, leurs 
intégrales soient 

(•2) ^=fx{t,au ai.ai.a,,), r = fy{t,ax,a^,a^, ai,). 

Cherchons à satisfaire a ux équations ( i ) par ces valeurs, dans 
lesquelles nous considérerons ai, a2, as» ^4 comme des fonc- 
tions inconnues du temps. En substituant, nous n'obtiendrons 
que deux équations entre les quatre inconnues, de sorte qu'il 
nous sera permis d'y joindre deux autres équations quelles 
qu'elles soient d'ailleurs; nous prendrons les suivantes : 

/ dfx dox dfx doi _ 

1 àai dt ~^ da% dt ' ' ' ' 

dfv da* 

âai dt ' 
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mais nous avons alors 

^^^ dt " dt' dt ~ dt' 

ce qui exprime que la vitesse V est la même en grandeur et 
en direction au point (a:,x), que l'on considère ai, «a, • • 
comme constantes ou variables. 

On déduit des équations (4) dans le mouvement réel ou 
troublé 

^^àjf^ d^ da^ __ 
dt^ dt^ ~^ daidt dt 

d^r _ d^fy d^K dai _^ 
dt^ ~ dt^ "' da^dt dt "" 

et les équations (i) deviennent 

\ da^dt dt " ' ^^"^^ 

I ^ ^ - = oy 
[ âaiât di ' '" ^'^y' 

Les valeurs de -jj-i ••• déduites des équations (3) et (5) 
seront de la forme 

drf\ -p , ^ dn^ ^ . 

En négligeant p^, on pourra, dans un intervalle suffisam- 
ment petit At, considérer «i, «2, ... comme constants dans 
^Vi, ^2, OU comme conservant les valeurs qu'elles ont à l'in- 
stant t. On obtiendra ainsi par des quadratures les valeurs 
de ai, «2, .. à l'instant ^-hA^ et ainsi de suite : tel est 
l'esprit de la méthode. 

Supposons que, à partir de Tinstant ^o, on puisse trouver 
les valeurs des ai pour les points successifs Ai, A2, ... de la 
trajectoire réelle. En considérant en chacun de ces points les 
ai comme constants, on aura une série de courbes tangentes 
à la trajectoire qui en sera l'enveloppe. On voit aussi qu'en Ay 
la courbe n'est autre chose que ce que deviendrait la trajec- 
toire, si subitement on venait à supprimer la force perturba- 
trice. 
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Substituons maintenant les coordonnées polaires aux coor- 
données rectilignes et soit 

(a) ?(^^ ^,^'i,«2, .. .) ^ o 

1 

une des intégrales des équations (i') transformées en coor- 
données polaires; on a, dans le mouvement non troublé, 

c^co â'S> dr do d^ 
ôt dr dt à^ dt 

et, dans le mouvement troublé, 

<^cp do dr d^ d% d^ da^ 

dt dr di " d^ dt da^ ~dt " - ~ 

Comme ~ et les vitesses -n-r-n ont les mêmes valeurs dans 
àt dt dt 

les deux mouvements, il vient 

(6) T-^ -7- + ••• — <^- 

^ day^ dt 

Dans le mouvement non troublé, on a 

V2=: 2U-4-const. 

Or la constante ne peut dépendre que des seules constantes a, 
introduites par Tintégration ; on peut donc écrire 

Comme V2 a la même valeur dans les deux mouvements, on 
a, dans le mouvement troublé, 

fl^V* = 9. d\^ -h -2 d^ ; 
mais on a aussi 

dS^ — id\]-\~ 2p-/cos(x, V)Vfl?f, 
d'où, par comparaison, 

Si Ton admet que la force principale passe par Torigine, on a. 
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dans le mouvement non troublé, une équation de la forme 

comme r^ -=- a la même valeur dans les deux mouvements, on 
dt 

a, dans le mouvement troublé, 



mais on a aussi 



,,rfO / rfft\ . 



d'où 



Les équations (7) et (8) et deux équations, telles que (6), 
permettront de déterminer les a/. 

2. Application à la recherche de V influence de la résis- 
tance d'un milieu proportionnelle au carré de la vitesse 
sur le mouvement d'un point matériel attiré par un centre 
fixe en raison de la distance. — Soient 

2 a, 26 le grand et le petit axe de l'ellipse qui serait décrite si 

le milieu n'existait pas ; 
e son excentricité relative ; 

Tangle que forme le rayon vecteur r avec un axe fixe OX; 
ût) Tangle que forme le grand axe Ox avec OX. 

L'équation de l'ellipse peut se mettre sous l'une des deux 
formes suivantes : 

ta) r2[a*sin«(0 — to)-}- é>*cos*(0 — to)] = à^b^, 

(a') rî[[ — c«cosî(^ — w)] =a^{i^e^). 

On en déduit de la seconde 

dr _ f?* r sin ( — co ) C08 ( — ta ) 
rf6 ~ I — e*cos*(6 — 10) 
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d'oii, pour Tare élémentaire, 



ds 



r/i — e»(2 — g»)co s^(6 — (o) ^^ 



(h) { I — e«cos*(e — 0)) 

i -3 

= ^[i _ ^î(2 — e^) cos*(e — w)* [i — e^ cos*(e — to) « û?e. 
Si /f2r est la force attractive, on a 

dt^ ' dt^ -^ 

d'où, en ayant égard à la condition —4-^ = 1 et désignant 
par e une constante arbitraire, 

X = «cos (/:/-+- s), ^ = ôsin(A-r-i- s). 
On déduit de là 

dx L ^ . ^b _ L^' 

dt fr dt a 

et 

mais réquation de l'ellipse donne 

.r* _ /•* — ftî j2 rt* — rî 

«î ~" «2 — ô* ' ï«" ~ «2 — ^2 ' 

d'où 

ce qui n'est autre chose que l'équation des forces vives. On a 
aussi 

X dy — r dv . . 

— ^^—f^ =kab 

dt 

OU 

Y 

Enfin, si l'on remarque que - = tang(^ — w), il vient 

X 

(e) lang(e — to) = - tang(A-/H- s). 
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Les équations (a) ou (a') ei {e) seront des intégrales com- 
plètes de celles du mouvement elliptique, puisqu'elles renfer- 
ment les quatre constantes arbitraires a, h, «, g; les équations 
{e) et {d) seront des intégrales premières. 

Abordons maintenant la question du mouvement troublé, 
en représentant par pV^ la résistance du milieu (*). 

Si Ton remarque que le moment de V, par rapport à 0, est 

dQ 
r- j^» on a, eu égard aux valeurs (c) et {d), 
ai 

c(\t = — ki dr^ — ipy^ds = — A-2 dr^ — 'ipk^{a^ 4- ^^ — ri)d^, 

dr^ -r =— pr^ -T- y dt = — pr^ t- ds — — p kab ds ; 
dt ^ dt ^ dt ^ 

mais, en vertu des équations (c) et (rf), on a aussi 

(tS^-=^ k^[d{a'^-\-b^)~-dr^-], 

1 .d^ , , , 
dr^ -,- = k dab, 
dt ' 

d'où, par comparaison, 

a da-\-bdbz= — p{a^ ■+- b^ — r^) ds, 
d ab = bda -{- adb = — oab ds. 



On déduit de là 



a^ — r^ 



En substituant à r- sa valeur tirée de l'équation (a'), on 

obtient 

i j sinî(e — w) , 

l da^ — pa , „,^ ds. 

\ ' 1— e^COS2(0 — w) ' 



\db^—pb- 



cos^ (6 — to ) 



e* cos^ ( — w ) 



ds. 



(') D'après les expériences de Didion, oo aurait dans l'air 

o,o236 

pour une sphère en laiton dont le rayon K serait exprimé en millimètres. 
(') Nous étions déjà parvenu à ces résultats par des considérations géo- 
métriques, à la page 4^6 du Tome II. 



(I") 
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Si l'on pose 

Arrr [,_g2(5»__^>2)cOS2(0 — W j] ^ [ I é?^ COS^ ( - W;]~^ 

il vient, en remplaçante/^ par sa valeur (6), 

i da— — ^ah siii* (6 — w ) 1 rfO, 
I db _- — p^»«cos«(e — w) Arfe. 

Si l'on développe les deux facteurs de la fonction A en séries 
ordonnées suivant les puissances de ^-cos2(0— w), qu'on 
effectue la multiplication, qu'on remplace ensuite dans le pro- 
duit les puissances du cosinus par leur valeur en fonction du 
cosinus des arcs multiples, on arrive à une expression de la 
forme 

A — SoP/COS2/(^ — w), 

dans laquelle / représente un nombre entier, P/ une suite de 

termes en e-^, e-'-*-^, e^'-^\ On reconnaît de cette manière 

que les coefficients Po et P|, les seuls que Ton ait à considérer 

p 

dans ce qui suit, sont essentiellement positifs et que Po > — (*); 

mais, comme les séries ainsi obtenues sont peu convergentes, 
on mettra plus loin ces coefQcients sous une autre forme qui 
se prêtera mieux aux calculs numériques. Quoi qu'il en soit, les 
formules (i") deviennent 



(/a =r — p 



ah 



Po[i— cosci(0-— co)J-hPi coS2(0— w) — : 

-+-7^ Pi cossi/(6 to ) 



> d^i 



cos'j5(/-f-i )(0 — o>)-H cos2(/ — 0(6 — (oV 



■// , y 



db 



h^ 

-^1 



Po 1 1 ■+■ COS 2 (0 — CO )] J Pi COS 2 ( 
-f-^ Pi COS 2 / (6 - to) 



I -H COS U'f) — (oV 

to)-f 



2 



r/0. 



COS 2 ( / -r 1) ( - - (0 ) -J- COS •?.( f I )( — (0 )' 



(') 



3 8q . 

4 02 5l2 



729^6 






p.^ 



3 



^^4 



3i 761 

10 .ii-i 



1.5529 

20'|« 



•■)• 



VII. 
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Dans une oscillation elliptique, on peut considérer a» (p, e, 
par suite P/ comme constants, et, en intégrant entre les limites 
= 0), m 27r -h w, on obtient, pour les variations éprouvées 
par a et 6 à la fin de cette oscillation, 



(^) 



On a d'ailleurs 






b J} 

eue = - , 

a a 



d'où 

^ ' ^ a e 

On voit ainsi que l'excentricité, par suite Taplatissement, ira 
en augmentant. 
Si Ton pose 

e'(2 — <?2) . ->. tanfi:a 

= sin2a= '—z-'> 



2 — <?*('2 — <?2) i-T-tang*a 

^2 . û -2 tang 8 

2-6?* ' I -h tang* p 



- j __ 4 cos^ p A — e2( 2 - 
"" cosa y (2 -e* 



— e2) 



F"' 



on a 



1. 
A = M[i— '2 tanga co32(6 - w) -t- tang'a]^ 

_ 5 

X [i — 2 tang3cos2(6- - co) -4- tang*p] *. 

Si l'on pose encore 

i 
[i — 2 tanga cos2(6 — to) - tang'a]* = 2oA/cos2/(0 — w). 

|i — 2 tangp cos2(ô — (o)-H lang^S]"* — 21oB/C082/(6 — w). 

on obtient 

Aj Bj -4- Ag D2 



= M L 



AnBo-i- 



2 



P, = M ( Ao B, -4- A, Bo + - il » A,B.-^A,B.-K.. . \ 

En appliquant les formules qui ont été données au n° 19 de 
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llntroducUon, on trouve 

A » • / ' I 1-3 , , I 1.3.5 ^ . \ 

Aj = 2 tang*a ( -h — - tang»a h — j-^-^ tangua -t- . . . , 

\ 2.4 22.4.6 ° 2.42.4.6.8 ° /' 

• 

• ) 

B. = .+ (^)*ta„g'PH-(|;2)%a„gv?+(^9)\ang.p^..., 

B. = . tangp(^ + ^ ^J tang.p+ 1^ ^^ tangv?-... 

B, = .ung«p('i:| + ^^:|lang»? + ^^^i9^itang*p^...), 
° *^ V2-4 îi 2.4.6 '^ 2.4 2. 4.6. 8 ^ ^ j 

Dans le cas du cercle où ^ == o, on a 

Ofl = S^ — — Ttprt^ r= — 3,i4p^*, 8e = o, 

et la courbe décrite par le mobile restera constamment un 
cercle dont le rayon diminuera jusqu'à zéro. 

Pour ^2 — i ou pour Taplatissement = 0,2071, on a 

à peu près 

Dans le cas d'une oscillation recliligne complète, il faut re- 
monter à la première des équations (i) en y faisant b = o, 
ds = dry et doubler Tinlégrale par rapport à r prise entre les 
limites — a et a, ce qui donne 

Ort = — - p «* = — 2 , 67 p rt*, 

ce qui est conforme au résultat connu (p. 172, i. I), qui se 
rapporte aux petites oscillations d'un pendule simple dans un 
milieu résistant. 
Les formules empiriques 

s'accordent assez bien avec les trois résultats ci-dessus. 
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Si Ton différenlie l'équalion (a) en considérant seulement a, 
6, w comme variables; que Ton substitue à rfa, db leurs va- 
leurs (i'), puisqu'on remplace b^ par a^{^ — e^) etque, enfin, 
on divise par pr-y on trouve 

. sin(6 — to) dio 

— e^ -j 

p as 

{i — c^)a^ sinHQ — co) -^-(i — r ^)^ cosHQ — co ) 
~~ r^ ' 1 — 6*2 cos*(6 — (o) 

En remplaçant r- par sa valeur déduite de la formule (a), 
on obtient 

, ï — e^ sin 2 ( — m) , 

^^^ ' ^2 I — 6'*cos*(6 — tu) 

ou, en a^ant égard à la valeur (^) de ds, 

\ — e^ 



i ^0) — p — -, - /; sin "2 ( 6 — o) ) A <3?0 

^^ ^ ) />;(i-r2)\Posin2(0-w) j ,. 



6'- 



( -f-i2:iP/Lsin2(/-M)(6--to)— sina(/— i)(0 — (o)J^ 



En intégrant entre les limites w, 27: 4- w de 0, on trouve 
ô&) = o. Il suit de là que, à la fin des oscillations elliptiques 
successives, les axes de l'ellipse, tout en diminuant, conser- 
vent une position fixe. 

On déduit, par la différentiation, de l'équation {e) 

= tangCAr -i-z)d- M- - 



008^(6 — tu) ^ a « cos^ ( A'/ -f- £ ) 

OU, en éliminant /f^+ g au moyen de la même équation, rem- 
plaçant da, db par leurs valeurs (i' ) et rfw par sa valeur (4), 

Tde = — Ç-ïi - - siii4(^ — w) r— sin2(6 — tu)L/v 

Ù 1— éf2C0s2(6 — tu) L4 « ^^ ^ ^2 ^j 

II h 1 — c^ 1 

7 - sin4(0 — (u) -— sin2(6 — tu) r dto, 
4 a 6-2 'J 

en posant 

1 7 

r ^ [ , _ c'2('2 — 6-2) COS^{i) — tu)]» [ [ — ^2 COS2(6 — tu)]" 2. 
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On reconnaît, de la même manière, comme pour A, que l'on 
peut écrire 

r — SoQ/cosa/(Q — ^\ 

et alors on a 



rfô 



jdz — phi-- - sin4(6 — -(o) ~ sin2(6 — w) Qo 

-+- — I7 - 2,Qirsin2(/-f-2)(6 — (o)— sin2(/— 2t)(e— w)] 
2(4^ 

— -'^^2,[Q/sin2(/-^i)(e— (o)— sin2(/— i)(e-(o;]|e^e, 

et, en intégrant entre Q = ù), =: 27: 4- w, on trouve ds, = o, ré- 
sultat d'ailleurs qui ne présente aucun intérêt. 

Nous renverrons au Tome I, p. i5g, pour ce qui concerne 
rétude du mouvement d'une planète dans un milieu résistant. 

3. Emploi des coordonnées elliptiques dans r intégration 
de quelques problèmes de Mécanique relatifs au mouvement 
d'un point dans un plan. — Par un point {x, x) ^'^^ plan, 
on peut faire passer l'ellipse et l'hyperbole homofocales 



x^ )* .r* y 



en désignant par c l'excentricité linéaire censée donnée. 

A Tinverse, on peut exprimer o? et j^ en fonction de a, 6, 
considérés alors comme variables indépendantes. En se pla- 
çant à ce nouveau point de vue, les équations précédentes 
donnent 



(i) x = —, j =^ - y/a^ - c-^ ) ( 6-2 — //« ), 



valeurs dans lesquelles on a supprimé les doubles signes, 
parce qu'on conviendra d'attribuer à & et à yc- — b^ des valeurs 
tantôt positives, tantôt négatives ; cela revient, en effet, à poser 

b = ccoscp, 

d'où 

X = a coscp, r = /c^ — b^ sine? 
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On déduit des équations (i) 

(, a (il) -h b (fa 
c 

d'où, en désignant par ds l'élément d'une courbe décrite par le 
point (:c,7), 

(3) rf,. ^(«,_6t; (-,__, ^-^_^^j. 

Si Ton pose 

J sla>~c^ J \fc^^h^ 

on peut considérer a et & comme étant respectivement des 
fonctions de a et p. 

Arrivons maintenant au mouvement du point (^, j), solli- 
cité par une force dérivant du potentiel U, et posons 

L'équation (3) devient 

et réquation des forces vives donne la suivante : 

dans laquelle nous considérons U comme étant une fonction 
de a et j3. 
A réquation (6) nous joindrons l'équation de Lagrange ( * ) 

^^^ dt doc' doL " di' 



(') Nous ne ferons connaître que plus loin, au Chap. IV, les équations 
de la Mécanique analytique. Mais, dans un esprit d'ordre, nous avons cru 
devoir nous permettre cette anticipation. 
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On déduit de l'équation précitée 

doL âa ^^ ^ ^ doc 

et réquation (7) devient 

— - — = % (a 2-f- ni) , = r h — . 

En multipliant cette dernière équation par 2Aa'cî^= ^Arf», 
on trouve 

dOL 

On remarquera que 1 est de la forme 

(9) >^ = ?(«) — ?i(P)- 

Si l'on admet que XU est de la même forme et si l'on pose 

(10) XU=/(a)-/uP;, 

réquation (8) devient 

d'où, en désignant par C une constante, 

(11) ^^^'''^='-'^'''dF^ =2/(a)-+-//cp(a)-(:. 

En portant cette valeur dans l'équation (6), en ayant égard 
aux valeurs (9) et (10), on trouve 

(12) X«^=.-[2/i(p) + /.cp,(P)J+C, 

et, en divisant l'un par l'autre cette équation et la précédente, 

03) — =^_. = , '^ 

v/2/(a)-H//cp(a)-G /C-[2y,(?)-^//cpKp)| 

et la séparation des variables est effectuée. 

Revenons maintenant de a, (3 aux variables a et b. Des for- 
mules (4) et de la comparaison entre la troisième des for- 
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mules (5) et la formule (9) on déduit 

! da ^ dh 

Nous pouvons d'ailleurs écrire 

(15) j\^) = V\a\ /,(?)- F,(^), 

eiTéqualion (i3) devient 

(16) 



v/a^— c^ /2F(a) -r- //«« — C yjc^— b^ y^C— [2Fi(6) -r- //^^J 
L'équation (1 1) donne 






^::z > 



cp(a)-C 

ou, en se reportant à la formule (i3), 

h^d^ 



t - 






(li)-/'?l(p.)] 

ou, en ayant égard aux deux premières des relations (ij), 

n^da 



\ J s/a'^ — c* /ii F ( fl")^ 






J s/c 



et Ton obtiendra / par deux quadratures. 

Comme application, proposons-nous de déterminer le mou- 
vement d'un point m attiré par deux centres fixes F, F', 
en raison inverse du carré de la distance et par le milieu 
de la droite FF' en raison de la distance. 

Soient 

/• - m F , /•' = m F', p =Qm 
et 

w ;.'2' ^^? 

les attractions exercées par F, F', 0. 
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(3n a 

p r 

el, dans l'ellipse ayant pour foyers F, F', en ayant égard aux 
valeurs (i), 

r^= a ' — a -T h, r'— 'la — r = a — /;, 

a 

p2 — jcï _i-^ 2 = ^2 -h /;« — (•« ; 

par suite, 

et la condition d'intégration (lo) est satisfaite. 
Nous ferons, dans les équations (iG) et (17), 

Les équations (i) feront connaître, en fonction de celles de 

zr, /, les valeurs ao, bo de n, b correspondant à ^ — o. En diffé- 

rentiant ces équations par rapport à /, on obtiendra aussi les 

, .... 1 (d(i\ /db\ , (la db , „ 

valeurs initiales ( "7/ ) ' ( ;j7 ) "^ ^' "77 ^^ moyen de celles 

de ( -^ j 5 ( -y- j . Les intégrales de l'équation (16) seront 

prises respectivement à partir de Oo, 60 et, par conséquent, 
sans introduction d'une constante arbitraire. Il ne nous reste 
donc que l'inconnue C, que l'on déterminera en divisant l'é- 
quation (16) par rf/el exprimant que Ton a 

— - ( — \ ^^^^ - (di^\ 

pour a-- Uoy b —^0. 
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CHAPITRE II. 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉIUEL SUR UNE COURBE FIXE. 



§ I. — Questions diverses, 

4. Quelle est, parmi toutes tes courbes passant par un 
point A et comprises dans un même plan vertical, celle 
pour laquelle un point pesant partant du repos en A par- 
court un arc d'une longueur quelconque dans le même 
temps qu'il mettrait à décrire la corde qu'il sous-tend? 
(Salladini, 1804.) 

Soient 

Ay la verticale du point de départ A ; 

B le point de la courbe où se trouve le mobile au bout du 

temps /; 
i^ la vitesse en ce point; 
r la corde AB ; 
6 Tangle qu'elle forme avec Ar- 

On a 

~ ^~2 ~ '^^^ ^^^ ' 

d'où, pour le temps employé à parcourir Tare AB, 




ag'r cos6 



''«'rfe. 



Le temps qui serait employé à parcourir la corde AB est 
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donné par 
d'où 



/2 

r — g"C0s6 — > 
1 



v/^ 



o^r 



g' ces 6 



Égalant les deux valeurs de / que l'on vient d'obtenir, on a 

.6 




d'où, par la différentiation par rapport à 0, 

cos6 -;;: -h rsmO 



^e . / _ dr 



= ^r^ 



cos 6 V db^ 

Si l'on élève au carré, on obtient 

-^ = tangaO; 

d'où, en désignant par c^ une constante, 

équation des lemniscates dont A est le centre et dont l'axe est 
incliné de 4^** sur la verticale. Nous renverrons au Tome I, 
p. 73, pour la démonstration géométrique de ce théorème. 

6. Quelle est, parmi toutes les courbes axant une origine 
commune 0, celle pour laquelle un point matériel , partant 
de cette origine sans vitesse initiale, soumis à l'action 
d'une force dirigée vers un centre fixe et proportionnelle 
à la distance, décrirait un arc quelconque dans le même 
temps qu'il mettrait à parcourir la corde correspondante? 
(0. Bonnet.) 

Soient ( fig, 2 ) 

le point de départ pris pour origine ; 
A le centre d'attraction ; 
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r — 0/71 le rayon vecteur d'un point m de la courbe ; 

B Tangle qu'il forme avec OA^::; 

do sa valeur initiale; 

ix^\m Taltraciion exercée sur in\ 

l la dislance OA. 




i /' }^y fi 









^ 



\ 



/ 



y 



V 

s 



Le principe des forces vives donne 






= ;x2(/2- A /;/'); 



mais on a 



par suite, 



A m = /2 -H r2 — 2 Ir cos 6 ; 



(i) ^^, = jjLî (•>.//• cos 0-/'2). 

On déduit de là, pour le temps employé par le mobile à décrire 
l'arc 0//Î, 




' (ri 



•1 Ir coà — /•- 

En ce qui concerne le parcours de la corde 0/w, il suffit de 
supposer Q constant dans l'équation (i) qui devient 

-j- = ;jL-(2//'COsO — r-); 
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d'où, par la différenliaiion par rapport à t. 



dt^ 



\i^{r — /C0S6) — o, 



dr 
équation dont l'intégrale est, avec les conditions r — 6,-.-—o, 

pour /=- o, 

(3) /' = /cosô(i — cos(JL/); 

on déduit de là, pour la durée du parcours de la corde Om, 

( O / -= - arc cos ( I — , ' ^ ) • 

^^ !^ \ /cos6/ 

Comme les valeurs (9,) et (4) doivent être égales, on a 

.0 



arc cos 




d'où, en différentianl par rapport à Q, 



rsinO-cosft^g=cose^/r^-i-^ 



et, en élevant au carré, 

rdO 



dr 



-- tançssO, 



équation de deux systèmes de iemniscales dont le centre est 
en et dont les axes font un angle de 45* avec OA. 

Ce théo/éme peut se démontrer géométriquement ainsi qu'il 
suit : 

Soient B la projection de A sur la direction de la droite Om, 
M l'une des intersections de la perpendiculaire élevée en m 
avec la circonférence décrite du point B comme centre, et 
dont le rayon est égal à BO. 

Si l'on suppose constant, le point m, en parcourant la 
droite OB avec une vitesse initiale nulle, obéit à l'accélération 
]Lt2x//îB dirigée de m vers B; d'où il suit que m sera con- 
stamment la projection de M sur OB, en supposant que le 
ravon BM soit animé autour de son centre B de la vitesse an- 
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gui aire ^. On a ainsi 

/wB = MBcosfx/, 
ou 

/ cos 6 — r — l cos 6 cos \l f , 

ce qui n'est autre chose que Téquation (3). 

£n considérant maintenant t comme constant et B comme 
variable, on voit que cette équation représente un cercle pas- 
sant par le point 0, dont le centre C est situé sur Ox, et dont 
le rayon est 

OC = -(i — cos[jL/). 

Soient maintenant m' un point de la courbe infiniment voi- 
sin de m; /i le point de la circonférence ci-dessus déterminé 
parla droite 0/w. 

Le mobile met le même temps pour parcourir les cordes 
0/w, On que s'il décrivait l'arc 0/w; le temps employé pour 
aller de en m' doit donc être le même, que le mobile reste 
sur la courbe ou sur la corde, de sorte que l'on doit avoir 
/w/n'=: m' n, d'où 

mm' n — 180" — imnnt' — 180° — 2(90*' — 26) = 26, 

ce qui caractérise bien les lemniscaies auxquelles nous sommes 
arrivé ci -dessus. 

6. Courbes synchrones. -— On désigne sous le nom de 
courbe synchrone le lieu des extrémités d'arcs issus d'une 
origine commune, parcourus dans un temps donné par un 
point matériel pesant, partant de cette origine sans vitesse 
initiale, lorsque ces arcs appartiennent à des courbes sembla- 
bles dont l'origine est le centre de similitude. 

Il résulte d'une propriété connue du plan incliné et du 
théorème de Salladini que pour le plan incliné et la lemniscaie 
la courbe synchrone est un cercle. 

Pour des boucles de cycloïdes ayant leur base horizontale 
et une extrémité commune qui est le point de départ, l'équa- 
tion de la courbe synchrone est très compliquée ; néanmoins, 
on est parvenu à démontrer qu'elle coupe les trajectoires à 
angle droit (théorème de Bernoulli). 
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Soient {Jig, 3) 

0.2?, Oy Thorizontale et la verticale de Torigine des cy- 
cloYdes ; 

S le sommet de Tune d'entre elles; 

Om l'arc de cette courbe parcouru au bout d'un temps donné; 

A, C, ACB = M le point de contact avec 0^, le centre et le 
diamètre du cercle générateur passant par m\ 

cp Tangle formé par la corde km avec AO; 

s un arc quelconque de la cycloïde, mesuré à partir du som- 
met S. 

Fig. 3. 



a^ 




En se reportant à la page 82 du Tome I, on a 






tr 

— -^ y 

2U 



dOrn dio-u — s) 



dt 



dt 



=z G 



d'où, en exprimant que s — iu 
pour / = o, 

(a) .s = lucosi/ ~ t. 

^ ' y iu 

Considérons maintenant t comme constant et u comme va- 
riable et désignons par 

h = ^- =0M 



la hauteur de la chute verticale du mobile, censé libre, au bout 
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du temps /; le point M est Textrémité de la courbe synchrone 
qui correspond à « — c». L'équation (a) peut se mettre sous la 
forme 



- aacosi / - 



Mais nous avons aussi 
d'où, en identifiant, 
et 

(.) «=-4- 

Nous allons maintenant substituer à u la variable 9. 
Nous avons 

OA - arc A w — - ACm = «© = -, 

/i sincp 



Cpï 



-- ? 



corde A m - u sin cp = 
et, pour les coordonnées du point m^ 

.r — OA — corde A m coscp — - ( 1 — - sin 29 ) ? 



d'où 



j - corde A/w sinco ~ — sin^ p ; 

rir «2 // / , sin o eos o v 

-7- =r — ( — COS- C5 -^ ^ ' . 

4 4^ 4 ' 

rfr 7// / sin^o . \ 

j- — — 7 ( h smo coso 1 ^ 

puis 

(2) £=-tango. 

11 suit de là que la corde A m est la tangente à la courbe syn- 
chrone qui, par suite, est la trajectoire orthogonale des cy- 
cloïdes. 

Pour (p ~ -, la tangente est verticale et Ton a 



9.// 




4/' 


.r — , 


) 




77 




rJ 
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La courbe synchrone coupera 0^ en un point /no corres- 
pondant à cp = TT ou déterminé par 

h 

X = -9 

et Ox sera tangente en nto. 

On remarquera que, d'après l'équation (i), la tangente en M 
est horizontale. 

La courbe synchrone est reclifiable et carrable; l'expression 
de son rayon de courbure est même assez simple ; mais nous 
ne croyons pas devoir entrer dans ces détails. 

7. Méthode employée par Despeyrous pour obtenir le 
développement en série de la durée d'une oscillation du 
pendule simple dans le vide, — Cette méthode est plus 
élégante et plus simple que celle de Poisson, qui a été repro- 
duite à la page 8o du Tome L 

Soient 

OA la verticale du point de suspension 0; 

OB = / la position du pendule à Tinstant / ; 

Q Tangle formé par OB avec OA, considéré comme positif ou 

négatif, selon que OB est situé ou non du côté du point 

de départ par rapport à OA ; 
Qq l'écart initial. 

L'équation des forces vives donne 

- ^ =5^(0086 — 60860); 
d'où 

rf6 rf6 



^M..= 



i/co8Ô — cos6o /-./•- ^0 . «6 



/V-'i" 



'1 



Comme dt est essentiellement positif, on devra prendre le 
signe — ou le signe H-, selon que B décroîtra ou croîtra. En 
ne considérant qu'une oscillation complète, on devra prendre 
le signe — . 

VII. 4 
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Si T est la durée de la demi-oscillation descendante, on a 



i/?— 



/ I / sin* — — sin' - 



Comme < 0o> on peut poser 



et Ton a 



. 6 .60. 
sm- = sin — smç, 
2 a ' 



9 = pour 6 = 0, ? = - pour 6 = ôo. 



On lire de là 

e , / . ,0o . , 

cos - = I / I — sm* — sin* «p, 



d'où 



COS - ^6 = 2 sin — coscp ^<p, 



• ^0 j 

2 sm — cos «p acp 



I / I — sin*-;^ sin*cp 



On a, par suite, 



tz 






fl?Cp 



::rr: > 



sm* — sm'? 

2 ' 



intégrale elliptique de première espèce dont le module est sin — 
En développant en série, on a 



4 / 1 — sin* — sin* cp 

= 1+ -sm* — sm*cp-4-...H -—^ sm*»— sm*'»ç) -1-.. 

2 2 ' 2.4.o«-.'2w 2 

Si donc on pose 

W2,j=: / sin*'» cp rfcp, 
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il vient 



l/f=«.+ i 



. . Ôa 1.3.5. ..(aw — i) . „ 60 



1 2.4.6...2W 2 

Or, en intégrant par partie, on a 



71 



«2» = — / sin2«-i«pc?cos«p 



TZ 



H r2 

= — (coscpsin2«-iç)J H-(2// — i) / sin*«-* «p cos* ç c?cp 



•rt 



= (2/2 — i) / sin2'*~*cp(i — sin2(p)^cp 

= (in — l)«2«-2— (2/2 — l)«2/t» 



d'où 



«2«= «2/1-2 et de môme 

2/2 

2/2 — 3 

Uin-i — «2«-*> 



3 
4 
I 

222= -22o. 
2 

Si Ton multiplie membre à membre ces inégalités et si Ton 

7Z 
2 



observe que «o = / t/cp = -> on obtient 



_ 1 .3.5. . .(2/2 — i) 7r 

222» — 7—^ - > 

2. 4.0... 2/2 2 



et l'on a par suite 



y/ 2( \2/ 2 \2.4/ 2 

r i.3.5...(2/2-i) p . 60 ^ I 

L 2.4.0. ..2/2 J 2 ) 
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Si do est suffisamment petit pour qu'on puisse prendre 
on a, en s'arrêtant au second terme de la série, 






A3N 



§ 11. — Des tautochrones , 

8. On dit qu'une courbe fixe est tautochrone lorsqu'un 
point matériel /w, soumis à l'action d'une force extérieure va- 
riable en grandeur et en direction suivant une loi donnée, qui 
est assujetti à décrire cette courbe, arrive dans le même temps 
en un point déterminé A^ quel que soit le point de départ Aq 
pour lequel la vitesse est nulle. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons la masse du 
mobile égale à l'unité. 

Nous ne considérerons que le cas où la force extérieure 
dérive d'un potentiel d'une seule variable x» potentiel que 
nous représenterons par 

~/(x). 

Soient 

X^y Xi les valeurs de x en Ao, A,; 

(^ la vitesse du mobile arrivé en un point A correspondant à x; 

s l'arc kk\. 



Nous avons 






et, d'après le principe des forces vives, 

^^=2[/(Xo)-/(x)J; 

on déduit de ces deux formules la suivante 

, I ds 

dt = ^ 



v/iv//(Xo)-/(7j 
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Si T désigne la durée du trajet AqAi, nous avons 
T = ^ / ^ = di 



ou 




d^ 



(l) T=-l- / -^=M=dt, 

f^J^^ //(Xo)-/(x) ^ 

11 nous faut maintenant exprimer que cette durée est indé- 
pendante de X- A cet. effet, en désignant par h une constante 
et par x une nouvelle variable que nous substituerons à x» 
nous poserons 

(^) j/(Xo)~/(Xi) = >^' 

( /(X)-/(Xi) = -^' 
d'où 

(3) i\^u)~Kx)-^h-x, 

avec les conditions 

(4) ^=o pour x = Xi' 
(4') x^h pour X=Xo- 

Lorsque, en général, une courbe est donnée par deux équa- 
tions entre trois variables, deux de ces variables peuvent 
s'exprimer au moyen de la troisième, et il en est par suite de 
même de l'élément d'arc. Nous pourrons donc poser 

(5) du = 'f (.r) dx^ 

et la formule (i), eu égard à la relation (3), devient 
(6) T= -4 Ç^' 2 ^:^-5 . 

^1 J ^ Il — X 

Remplaçons maintenant :r par une nouvelle variable u définie 
par la relation 

(7) .r = «//. 

En remarquant que m = i pour x^=^h, l'équation (6) de- 
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vient 

(8) '^=-f/ '^ r^^— =-r / ^(.uh)/u/i-r===' 

Or, comme c*esl la valeur de h qui définit la position du 

dz 
point de départ, il nous reste à exprimer que -^ = o, ou que 

Mais, si l'on attribue à h une valeur suffisamment petite, 
tous les éléments de cette intégrale seraient de même signe et 
leur somme ne serait pas nulle. 11 faut donc que chacun d'eux 
soit nul ou que Ton ait 



\ 




ou 






2 yjc 


ou encore 






dff(x) i d.v 



d'où, en intégrant et désignant par C une constante, 
La formule (5) devient alors 

dx 

ds = (f{x)dx = C — • 

yx 

Si l'on remarque que ^ = o pour ^ ==: o ou pour x =^ Xi» ^" 
trouve, en intégrant, 

s = iQa^x 

OU 



(9) ^ = 2Cv//(x)-/(Xi). 

On déduit de là 



(lo) ds = Ç. 



v//(x)-/(x,) 
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OU 

(M) ds = ^c^ £^:î^i^ . 

Si ¥t désigne la composante tangenlielie de la force exté- 
rieure, on a, en se rappelant que ds est négatif, 

d'où, en vertu de la formule (i i), 



Mais, comme 



F, 


rw 


ds 


s 


nf ï 


F/-- 


d^s 




ail 


on 

dt^ 


s 
2C2 


> 



on a finalement Téquation 

(12) 

qui n'est autre chose que celle du mouvement du pendule 
lorsque l'amplitude de ses oscillations est très petite. Il est 
donc inutile de remonter à l'équation (8) pour avoir la valeur 
de T, qui est la suivante : 

T = - ^'i{J = -— • 

L'équation (lo) est l'équation générale des lauiochrones dans 
le cas spécial dont nous venons de nous occuper. 

Mais ds s'exprime généralement au moyen des différentielles 
de trois variables, dont l'une sera x si Ton veut et dont nous 
représenterons par ^ et Ç les deux autres. Le problème est 
donc indéterminé, puisqu'il faut, pour le résoudre, se donner 
une relation entre les trois variables. On voit ainsi que, dans le 
cas d'un potentiel d'une seule variable, il y aura une infinité 
de tautochrones dont une au moins sera plane. 

9. Tautochrone dans le cas de la pesanteur, — Soient z la 
hauteur du mobile au-dessus du point d'arrivée; on a 



z = 



X' /(X)=^2. /(Xi) = /(o) = 0' 
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et la formule (9) donne 

.V = 2C s S^' 

Si la courbe est comprise dans un plan vertical, elle est, 
diaprés cette équation, une cycloYde dont la base est horizon- 
tale. En enroulant le plan de la cycloYde sur un cylindre ver- 
tical quelconque, la courbe résultante sera toujours une tau- 
tochrone. On voit ainsi qu'il n'y a qu'une seule tautochrone 
plane, mais qu'il y a une infinité de tautochrones à double 
courbure. 

Si le mobile est assujetti à rester sur un plan fixe, incliné de 
rangiez sur Thorizon, la tautochrone est encore une cycloïde, 
puisque, dans ce cas, il est soumis à Faction d'une force, 
g-sin/, dont la direction est constante. 

10. Tautochrone plane dans le cas d'une force attractive 
émanant d'un centre fixe et proportionnelle à la distance 
à ce centre. — La distance r du mobile au centre fixe devra 
être substituée à la variable générale x» et il est évident que la 
fonction f{r) sera proportionnelle à r^. 

L'équation (9) peut donc se mettre sous la forme 



.ç = C //•* — r\ ; 

d'où, pour le carré de la sous-normale polaire, 

Cette équation est celle d'une épicycloïde lorsque l'on a 

C<i(M. 

(«) Soient (/g'. 4) 
m un point d'une circonférence de rayon OA = R qui roule sur une cir- 
conférence fixe de rayon O'A = R'; 

cp = OA.m; 

r le rayon vecteur O'm et Ç = O'Ila sous-normale polaire de l'épicycloïde. 

On a 

ÎJ=R'sin(p, Am=aRcos!p, 



/•»=R'»-l-Am -h aR'Am coscp= R'«+ 4R(R H- R') cosç. 
En éliminant cp entre la première et la troisième de ces équations, on 
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Admettons maintenant que C^i, et désignons par 9 l'angle 
formé par le rayon vecteur r avec une droite fixe O'x menée 
par l'origine 0. Nous avons 

et réquation {e) nous donnera 



r y r* — rf 



Si C= I , réquation représente une droite située à la distance 
Pi de Torigine. 



trouve 
(a) 



R' 



^'=4TRTlV)f^^^-"^'^'"-'''^^ 



si la circonférence était intérieure, il suffirait de changer le signe de R dans 

cette formule. 

Fig. 4. 




Supposons que, en résolvant un problème, on soit conduit à un résultat de 
la forme 



(à) 



s'= -^{r\-r»), 



i\ étant une constante positive, k une autre constante positive ou négative. 
Proposons de déterminer les conditions qui doivent être remplies pour que 
réquation (6) représente une épicycloïde. En identifîant (a) et (6), on a 

2R + R' = d=r„ 4(Rh-R')R- A:R"; 

d'où, en considérant R' comme essentiellement positif, 

ce qui exige que l'on ait A: > — i. 
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Pour C>i, le rayon vecteur r croît indéfiniment et Q de- 
vient infini avec lui; la courbe est alors une spirale formée de 
deux branches symétriques qui s'éloignent indéfiniment du 
centre d'attraction. 

Si Ti = o, on a simplement 



11. Tautochrone dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle au carré de la vitesse, — Si nous désignons 
par k le coefficient de la résistance du milieu, le principe des 
forces vives donne 

en se rappelant que ds est négatif. On tire de là 

dv^ , . idfiy) 

as ds 

équation linéaire en v^ dont Tintégrale est 

^ C^e-^ksdf{'i) = 
e-^^ ds 



d'où 






ei 

(l4) T= 






X 
e-^^ ds 



4/-2J e-»*^rf/(x) 



X, ^° 

Nous remarquerons que l'on a 

«/y */•/ «/-/ 

Ao Aj A, 

Posons 

(i5) -^'= r '^-'*^^/(xX ^= r e-^fcsdf{i\ 

- Xo ^x, 

e-^* ds = (^{a:)dx^ 
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X étant une variable que nous substituerons à x; nous aurons 
aî = o pour x = Xi et 0?==:^ pour x — Xo* L'équation (28) 



devient 



(16) 






et prend ainsi la même forme que lorsqu'il n'existe pas de mi- 
lieu. On est donc conduit à poser, en désignant par C une 
constante, 

(17) ?(-ï")= -p 

sj X 

OU 



e-^^ds = 



yjx 



Comme on a 5 = pour x = X, ^^ P^"** ^ = 0, il vient, en 
intégrant, 

En élevant au carré et remplaçant x par sa valeur (i5), on 

trouve 

I r*^ 

__ ( e-ks _ .,^ ^-A. -f. , ) = j 6-2^-^ r//( X ). 

Si nous différentions, nous trouvons 

En intégrant maintenant et remarquant que 51=0 pour 
X = x,> il vient 



b(-^^-*-)=-^(-/-)-^<X') 



2 KG 

pour réquation générale des tautochrones. 

On remarquera que t a la même valeur que dans le vide, en 
vertu de la formule (i6) et de l'expression (17) de la fonction 
9(^); il est facile de démontrer en outre que la composante 
tangentielle de la force 



/'(x)^-*'" 



est proportionnelle à s. 
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§ III. — Des brachistochrones. 

12. On donne le nom de brachistochrone à la courbe que 
doit décrire un point matériel soumis à Faction d'une force 
dérivant d'un potentiel pour que> en partant d'une position 
donnée sans vitesse, il arrive à une position également donnée 
dans un temps minimum. 

Cette définition peut recevoir diverses extensions, en sup- 
posant qu'au lieu de deux points on ait deux courbes don- 
nées; alors les points de départ et d'arrivée sont à déterminer; 
enfin , le point matériel peut être assujetti à se mouvoir sur 
une surface. 

Nous rappellerons d'abord les formules suivantes 

I r/e 

p ~~ ds 



(a) 



cLv I ^ dcosa 

cos a = -j- = > cos A = — j — 

Q dr y* c?cosS 

ds ./, _L_ v'2_L_ r'2 ^ dt 



v/i-f-/ 

dz z' rfcosY 
cos Y = -- = __________ cosv = ' 



dans lesquelles p et dz sont le rayon de courbure et l'angle de 
contingence d'une courbe; a, p, y et X, [»., v les angles formés 
avec 0^, Oj, Oz par la tangente et la normale principale. 
Soient 

(^0, Jo, ^o), ('^1, Ji, ^i) les points de départ et d'arrivée; 
cp (^, j, z ) le potentiel ; 

T^ do ^ do ^ d<ù . . ^ 

Vx=^9 Px=~-) P^~— î- les composantes suivant Ox, 

0/, Oz de la force extérieure P; 
Pf=Pa:COsa -+-P^cos[3 + P^cos*/ sa composante tangenlielie; 
V la vitesse du mobile à l'instant /. 

En représentant par cpo la valeur de cp au point de départ 
nous avons 

V2=2(0— cpo), 

et V est une fonction de x, y, z. 
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De l'équalion 
on déduit 

'" h-v£. P,-V^, P=.vg. 

11 s'agit de rendre minimum la durée 



'2-^3- 



On posera, en conséquence, en se reportant au titre 1 de 
l'Introduction, 



(^) e=v^-Ç 


-f-:;'« 


et Ton aura 




M— ^v/i^r'^^3'2^^^ 


Pr 


V^ COS a ^ 


M' - '^' . %^^ 




Vv^i-t-r'24-3'2 V 




^M' 1 ^cos0 cosp r/V 





_ cosfjt dz cospPf _ I / PfC0s3 V^ 

~~ Vcosa ^.y V3cosa ~ Vcosa V V^ 



cosfx ; 

P / 



par suite, 



Y =- _i_ /v^ - — ^-^ + - ^ 
V* COS a \ ds^ ds ds djr J 



V^cos 

(e l et, de même, 



( P> H COS [X — P/ COS ) 

îosa \ -^ p ' '^/ 



I f^rd^z dS dz àSX 
V^cosa \ ds"^ ds ds dz ] 

I / V2 \ 

= — :r7r ( Pz H COSV — Pf COS Y ) • 

V^cosa \ p / 
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On peut meure ces fonctions sous une autre forme, en 
substituant ^ à la variable s. On a, en effet, 

ds^ ~~ Y dt\\ dt) " Y\ V» dt dt'^ \ dt^)' 

par suite, 

V'cosa \ dt^ y dt dt ày ] 

(6') { et, de même, 

_ T fd'^z 1 dS dz ^ràS\ 

V^cosaVrf/ï Y dt dt'^ âz )' 

Si la brachistochrone se rapporte à deux courbes, l'une de 
départ et Taulre d'arrivée, les conditions (t4') du n*» 11 de 
l'Introduction se réduiront à la suivante qui s'appliquera à 
chacun des points extrêmes 

ou 

> ^ 5> 

COSa ^ -h COSp s— + COSY s- = o. 

as ^ as ' as 

Donc la brachistochrone sera normale aux courbes de 
départ et d'arrivée, 

13. Brachistochrone y lorsque le point mobile n'est pas 
assujetti à rester sur une surface, — On a Y = o, Z = o ou, 
en ayant égard à (^), 

l Pj H COS (Jl — P/ COS P = O, 

f Pz H COSV — Pf COSY = O 

\ p 

En ajoutant ces équations respectivement multipliées par 
COS (3 et COS y, et remarquant que 

COSPcOSjJl-f- COSY COSV = — COS a COS X, 
PjCOSp -h P^ COSY = ^i — ^x COS a. 
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on trouve 

(/') Par H cosX ~ ?t cosa = o. 

r 

On déduit de là 

Pa: COS X -h Py COS (Jl -h P^ COS V = ; 

donc ia composante normale de la force extérieure est 
égale à la force centrifuge (théorème d'Euler). 
Il résulte des équations (/), {f) que P se trouve dans le 

Va 

plan de P^ et de — > c'est-à-dire dans le plan osculateur. Donc 

le plan osculateur est normal à la surface de niveau corres- 
pondante. Cette propriété et la précédente caractérisent com- 
plètement la brachistochrone. 

En ayant égard aux formules {e)y les équations (/') et (/) 
reviennent aux suivantes : 



is) 



d^x 


dW dv âW 


^ ds* 


ds ds ' dx 


^ ds^ 


d\ df dV _ 
ds d9 ' dz ' 


d^z 

ds^ 


dV dz dV 

ds ds- dz ' 



dont deux seulement seront distinctes et seront les équations 
différentielles de la courbe. Leur intégration introduira quatre 
constantes arbitraires que l'on fera disparaître en exprimant 
que la courbe passe par les points de départ et d'arrivée. Les 
équations précédentes peuvent aussi se mettre sous la forme 
plus simple 

d- 

V d I d:v _ 

âx ds \ df ' 

d- 

df ds y ds ' 

V d i dz 

\ T- T-r —r = o. 

\ ôz ds y ds 

La composante normale de la force P peut se mettre sous la 
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de 

forme V -^ et s'annule avec V. Ji suit de là que, au point de 

départ, la courbe est normale à la surface de niveau pas- 
sant par ce point. 

£n laissant indéterminée la position du point d'arrivée, deux 
des coordonnées d'une brachistochrone s'exprimeront au 
moyen de la troisième et de deux constantes arbitraires a, ai. 
L'équation 

-1 57i = ?-?o 

permettra de déterminer t en fonction de la troisième coordon- 
née et de a, âfo sans introduire une nouvelle constante, puisque 
t est nul au point de départ. On peut concevoir que, inverse- 
ment, la troisième coordonnée, par suite les deux autres, 
soient exprimées au moyen de t, a, a\ et c'est ce qu'on sup- 
posera dans ce qui suit. 
Soient 

OA, OA' les arcs décrits dans le même temps t de deux bra- 
chistochrones issues d'un point 0, intlniment voisines, et 
dont les paramètres sont respectivement a, a\ et a-^-àa, 
fli-f- àa\ ; 

AT la tangente en A à OA ; 

A0 la direction de AA'; 

Xy j, z les coordonnées de A. 

Les coordonnées de A' étant 

dx ^ dx «, dr ^ dy ^ âz ^ dz ^ 

j: -H —• ôrt H- , — ôai , y -h -^ ou -'r- ^ dUi, z -h ^ oa -i- - — ô^i, 
Oa ôui oa oai oa da^ 



on a 



,-, ^ dx Za dx 5«i 

008(6, .r) = -r- ^ -\- -T- -^ > 

oa o<j âai oj 

COS(e, J) = --L ~ -h _:— ^, 

,^ ^ âz oa dz 8ai 

C0S(6,2) =— — -H ,— ^-, 

oa o<s ôux 05 



en posant 



, ^ .., . //^•>P-N ^>-^ -N \*^ fàf^ âr ^ V (dz ^ âz ^ 
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d'ailleurs 

.^ . dr I d.r ._ ^ i dr _ i dz 

C08(T, .r) = ^ = - .^^- , cos(T, j) =^ ^~, cos(T, c) = - -^ ; 



on a donc 



en posant 



(ô 



cos(T,e) = ~(U8«-4-Ui8ai), 



(^a dt dn dt du dt 

_ ^'^ ^ ^f ^y àz dz ^ 
* da^ dt da\ dt da\ dt ' 



on déduix de là 

éAJ d^x dx d^Y dr d^z àz 



dt dt'^ da dt^ da dt^ da 

dr d dx dr d dr dz d dz 
dt da dt dt da dt dt da dt 



d^x dx d^r dr d^z dz i d [ dx^ dr^ dz^-\ 

I •- _• I ^__ ____ I ... 

dt^ da dt^ da dt^ da i 



2 da \dt'^ '^ lïr- ^ dt^ / 



ou 

d{] __ d^ dx d^j- dr d^z dz d\^ 

^•^ ^ d't " ^ da'^ 7m da'^ Hi^ Ta'^ 'ihi' 

Les équations {g) reviennent à celles-ci : 

dt^ ~ V 7/7 ^7 '^ 7h- ~^'' 

^Z _ ^ ^ ^7 -x-\'^— - 
dt'- V dt 'dt dy "" "^ 

^1^ ^ 1 ^1 ^ _L_ V - - 

dt^ V dt dt ' dz '''' 

qui ajoutées, après les avoir respectivement multipliées par 
âx âr dz 



da da da 



> donnent 



d^x dx d^r dr d^z dz i d\ f dx dx dr dr dz dz \ 

dt^ da "^ dt^ da dt^ da V dt \dt da "" dt da dt da ) 

,, , àW dx dN dr dW dz 

dx da df da dz da 



d^x dx d\r dj- d^z dz 
dt* da ' dt* da ' dt* da 


9U dW d\ 
V Ut '^ da 


vn. 





5 
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OU, VU (y), 

^_- i!E ^ - 
dt y dt " ^' 

d'où 

en désignant par W une certaine fonction de a et «4. On ob- 
tiendra une expression semblable pour Uo et Ton a, par suite, 

C08(T,e)= ^[W(a,at)ùa-{-Wi(a,ai)^at]. 

Comme da, dat sont arbitraires, on peut faire àat = o, et l'on 
a, en ayant égard à la valeur (h), 

cos(T,e) v^(^'^^> 






âf^ dz^ 



da^ da^ 



Supposons que Oz soit dirigé suivant la normale à la surface 
de niveau passant par le point de départ 0, c'est-à-dire sui- 
vant la tangente à OA. Si l'arc OA est très petit, on peut consi- 
dérer la force P comme constante pendant le temps très court 
employé à parcourir cet arc, et, en désignant par g sa valeur, 
on a 

En supposant ^ et j développés suivant les puissances de z, 
et en s'arrêtant aux termes du second ordre, on a deux expres- 
sions de la forme 

dans lesquelles k et k' sont des fonctions de a, Oi. 
On déduit de là 

/2«^ dt = ds = \/i^ 4(A-2 4- A:'2 )22 dz = [i -+- 2(A-2-+- k'^)z^]dz, 

d'où 

^2 

yjz 

En portant dans le second membre la valeur z = ^— obte- 
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nue comme première approximation, puis intégrant, on trouve 



= Ç[ï-|a-*-HA'«)^»^*]. 



dz 
Il résulte de là que ^ est du sixième ordre et peut être né- 
gligé. 
On a ensuite 

dx __ dk ^_àk g^t^ df __ dk' g^t^ 

àa àa ^ da ^ da^ da ^ 

et, comme V = gt, il vient 

4 ^(«,«1) 



cos(T,e) = 



gt^ , M» dk'^ 



\/ 



da^ dà^ 



ce qui est inadmissible ; il faut donc que ^ soit nul et de même 

que Yi = G. Donc (T, B) = 9o^ 

En faisant varier les paramètres a, a^, le lieu des extré- 
mités A des arcs isochrones OA est une surface synchrone. 
On voit, d'après ce qui précède, que les arcs isochrones des 
brachistochrones sont normaux à la surface synchrone. 

Si les équations des brachistochrones ne renferment qu'un 
seul paramètre arbitraire, la surface sera remplacée par une 
ligné synchrone normale aux arcs isochrones. 

Nous verrons plus loin que, dans le cas de la pesanteur, la 
brachistochrone est une cycloïde dont la base est horizon- 
tale. Le théorème précédent, qui paraît dû à M. J. Bertrand, 
est donc une généralisation du théorème de Jean Bernoulli 
(n° 6). M. Bertrand a donné de son théorème la démonstration 
suivante. 

Soient OA, OA' les arcs de deux brachistochrones infini- 
ment voisines, issues d'un même point et décrites dans 
le même temps t; AT, A'B les tangentes en A et A', menées 

en sens inverse. Supposons que l'angle AA'B = A'AT soit 
aigu, et menons dans le plan BA'A la droite AB faisant avec 

AA' un angle égal à A A'B; on a AB=: A'B. Soient t^ le temps 
qu'emploierait le mobile pour aller de en B; V la vitesse ac- 
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quise en A, qui est la même en A' et B aux infiniment petits 
près du premier ordre. 

En allant de en A en passant par B, le mobile emploierait 
le temps 

'1-+- Y ^'• 

Pour aller de en A', il emploie le temps 

BA' 

d'où Ton conclurait BA > BA', ce qui est absurde, et le théo- 
rème se trouve démontré. 

ik^. Brachistochrone lorsque le point mobile est assujetti 
à rester sur une surface, — Soient 

Téqualion de la surface; /, m, n les angles que forme sa nor- 
male avec Ox, Oj, 0^. 

Les formules (i i"') du n° 8 de l'Introduction et {e) du n" 12 
du Chapitre actuel donnent, en désignant par K une quantité 
inconnue^ 

l Py-h — COS \J. — P/ cos p = K COS/7/. 

(/) / 

f P:;H COSV — Pf COSY = KCOS//. 

Si l'on ajoute ces deux équations, multipliées respective- 
ment par cos[3, cosy, et si l'on remarque que 

Py cos p -I- Pz cos Y = P/ — Po: cos a, 

cosp cos [j. H- cosY COSV = — cosa cos)^, 

on trouve 

y 2 

(/') Pa:H COSX — - Pf COSa = K cos/. 

P 

Supposons que l'on place l'origine des coordonnées en un 
point de la courbe, que l'on dirige Ox suivant la tangente à 
cette courbe et Oz suivant la normale à la surface; Oj sera 
la normale géodésique au point de la courbe. 



< m ) 
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Pour ce point, onaa = o, [3 = y=: 90®, 1 = 90®, // = 90*» — v, 
lz=z m — 90", P.r=: P^; réqualion (/') devient une identité. Des 
deux équations (/), la seconde renferme seule l'inconnue K 
qu'elle déterminera; la première devient, en désignant par F 
le rayon de courbure géodésique, 



V2 . V2 



Py = sin V = ^ 



Donc la composante géodésique de la force extérieure 
est égale à la force centrifuge géodésique, ce qui caracté- 
rise une brachistochrone. 

La condition précédente est satisfaite pour une ligne géodé- 
sique censée décrite par un point sollicité par la force nor- 
male à la surface et dont le potentiel est F(a?, j, z). Donc la 
catégorie des brachistochrones comprend les lignes géodé- 
siques. 

Si dri est l'angle de contingence géodésique, la composante 

d'fi 
géodésique prend la forme — ^ ^7 ®^ s'annule avec V. Si donc 

on désigne sous le nom de courbes de nii^eau les intersec- 
tions de la surface donnée avec les surfaces de niveau, la tan- 
gente au point de départ est normale à la courbe de niveau 
en ce poin t. 

D'après les formules {e) du n^ 12, les équations (/) et 
(/') reviennent aux deux suivantes 



^ ds^ 


dy dx ^ âY d\r d\ dr d\ d^z 
ds ds ' dx ds^ ds dv dy ' ds^ 


dW df d\ 
ds ds dz 




^F ÔF 


dF 




dx dy 


dz 



dont, d'après ce qui précède, l'une rentre dans l'autre. L'in- 
tégration de l'équation que l'on conservera, introduira deux 
constantes arbitraires, que Ton déterminera par les conditions 
que la courbe passe par les points de départ et d'arrivée. 
Mais, si l'on ne considère que des brachistochrones ayant le 
même point de départ, l'équation Intégrale ne renfermera 
qu'une seule constante a, et cette équation, jointe à celle de 
la surface, permettra de déterminer deux des coordonnées en 
fonction de la troisième et de a; l'équation des forces vives 
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fera ensuite connaître t au moyen de ces deux éléments. Mais, 
à l'inverse, on peut concevoir que la troisième coordonnée et, 
par suite, les deux autres, soient exprimées en fonction de / 
et de a, et c'est à ce point de vue que nous nous placerons. 

Soient OA, OA' les arcs isochrones correspondant à une 
valeur donnée du temps, de deux brachistochrones inflnimeni 
voisines dont les paramètres sont a, a -h da. En nous repor- 
tant aux notations du numéro précédent, nous avons 

U 





cos(T, 


e) = 


^ V da^ 


dj^ 
'^ da^ 


-H 


dz^ 
da^ 




u 


âx 
da 


dx dr dy 
dt da dt 


dz dz 
da dt 


> 






d\] 
dt 


~ dt^ 


• dx 
da 


d\y dy 
dt^ da 


d^z 
^ dt^ 


dz 
da 


-f-V 


dy 

da 



En vertu des formules {e') du n° 12, les équations (/') el 
(/) reviennent aux suivantes : 

rfr* y dt dt ^ dx~ dx' 

dt^ y dt dt '^^ df "^5;' 
d^z 2 d\ dz ..d\ ^dF 



dt^ Y dt dt dz dz 

Si Ton remarque 

dF dx dF dy dF dz 
TxdR-^-d}ta-^diTa='''^ 

ces équations donnent 

d^x dx d^y dy d^z dz 
'^ 'di^ dâ '^ ~di^ dâ 

dy dy dz dz \ 
dt da dt da) 

^,/dYdx dy dy d\ dz\ 
\ dz da df da dz da) ' 

équation que nous avons déjà obtenue au n® 13 et qui nous a 
permis d'écrire 



df^ da dt^ da dt^ da 



a d\ / dx dx dy 
"^ Y 'Si \~dt "da dt 
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Nous avons donc 



cos(T,e) = 



V ai 



r2 dr^ dz^ 



dà^ àti^ èa^ 



Dirigeons Ox suivant Ja tangente à la courbe» Oy suivant Ja 
oormale à la surface; désignons par g la valeur de P^ en 0. 
Nous n'avons plus qu'à suivre le raisonnement de la un du 
n*> 13 qui eonduit à *F = o. 

Donc la courbe synchrone des hrachistochrones est nor- 
male à ces dernières. Ce théorème peut d'ailleurs se démon- 
trer géométriquement, en suivant la marche indiquée à la fin 
du numéro précédent. 

On en déduit, comme corollaire, ce théorème de Gauss : 
Le lieu des extrémités d'arcs égaux des lignes géodésîques 
d'une surface, issues d'un même point, coupe ces lignes or- 
thogonalement, 

15. Brachistochrone dans le cas de la pesanteur, lorsque 
le mobile n'est pas assujetti à rester sur une surface. — 
Les surfaces de niveau étant des plans horizontaux, la bra- 
chistochrone sera comprise dans un plan vertical. 

Soient Ox la verticale du point de départ pris pour ori- 
gine; a Tinclinaison de la tangente sur Oj. 

On a 

Comme a diminue quand s augmente, il faut prendre 

i doL . doL 

- = — -j = — sina -, > 
p as a.r 

et Ton a, d'après le théorème d'Euler, 



V^ is^xsinoidoL 



gCOSOL = ~ = ^ 



d'où 



et 



p do: 

1 dx rirr: dn. 

1 X cosa 

cosa =C v/ï. 
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équation d'une cycloïde dont la base est horizontale et un 
point de rebroussemenl. 

16. Brachistochrone dans le cas d'une force dirigée vers 
un centre fixe 0, fonction de la distance à ce centre, lorsque 
le mobile n'est pas assujetti à rester sur une surface, — 
La courbe est plane, puisque les surfaces de niveau sont des 
sphères. Nous ferons passer Taxe Ox par le point de dé- 
part /Wo, où il sera tangent à la courbe qui présentera sa con- 
vexité au même axe. 

Soient 

f{r) le potentiel; 

Tangle formé par r avec Oœ; 

OL Tangle de la normale avec r. 

On a 

L'angle formé par la tangente avec 0,r étant a-4-9o'»+0, 
l'angle de contingence est — Ula -+- d^) ; et, comme ds — - 



sina 



on a 

I dtA-d^ . 



. sina. 

P dr 



La composante normale de la force étant /'(r) cosa, on a, 
en vertu du théorème d'Euler, 

■4y('-o) - yC-)] (^^ -f- ^ j =/'(r) cota. 



.m 

En remplaçant dans cette équation ,~ par sa valeur dé- 



d^ 
cota = — /* -7-> 
dr 

on trouve 

•■^f/(^o) -/(/•)] (^Mna^- — ?--^ =/'(r)cosa. 

Si Ton pose 
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il vient 

d cos a , , ^ 

— -, h o (r)c08a = o; 

dr ' ^ ^ 

d'où 

cosa = ^\e-^^^K 

On déduit de là 

cet a — ——z^ — =^- — =:—/'—-; 

d'où, en remarquant que = o pour r =: ro, 



6 = M 



/ 



r/i — M2e-2?(''^ 



Supposons, par exemple, que la force soii proportionnelle 
à la distance ou que/(r) soit de la forme ar^, nous avons 

cp'(r) = : -r- - 1 

d'où 

A5 -- r^ 



et, successivement, 




cosa — — ^—^ — 
r 


r'2 

1 



La courbe est ainsi une hypocycloïde. 

17. Brachistochrone dans le cas d'un point pesant assu- 
jetti à rester sur une surface de réi^olution dont l'axe est 
vertical, — Soit Ox l'axe de la surface, la position de l'ori- 
gine restant arbitraire. On a 

N = \/ig{x — x^\ 
cosm )• 



cosw z 
L'équation {m) du n° ik donne 

, I dr 

V ds _ y 
, i dz z 
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OU 



dx " dx 



en posant i 



Si Ton développe le calcul, on trouve 
ou 

y^Tx^y'-'y)-^Tx^y^-''y^=^' 

On déduit de là, en désignant par € une constante, 

En élevant au carré et remplaçant ensuite x^ par sa valeur, 
il vient 

Soient r la distance du mobile à Taxe Ox; 9 Tangle qu'elle 
forme avec Oj ou 2. On a 

,dh ,. „ r«c^e2-+-r/rs 

par suite, 

r2[r2-Gî(.r-Xo)]^-C'-^-(^-Xo) = Cî(,r-;ro), 

et celte équation, jointe à celle 

de la surface, déterminera la courbe. 
L'équation {n) peut encore se mettre sous la forme 

d'où 

^9 CV* 



r^-r- = 



CCl tft^ar 



)/^i 
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CHAPITRE m. 

DU MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL SUR UNE SURFACE. 



18. Lorsqu'un point matériel m, dont la masse sera censée 
égale à Funilé, sollicité par une force extérieure F, est assu- 
jetti à se mouvoir sur une surface fixe, cette surface par sa 
rigidité détruit toute force qui lui est normale. II suit de là que 
le point peut être considéré comme libre en faisant intervenir 
la réaction N de la surface, égale et contraire à la force dé- 
truite, réaction dont la valeur sera donnée par la solution du 
problème. 

Soit 

(l) F{^,J,3) = 

l'équation de la surface rapportée à trois axes rectangulaires. 
Le mouvement du point sera complètement défini si l'on 
établit, entre ses coordonnées, deux relations dont Tune ren- 
fermera implicitement le temps et dont l'autre, indépendante 
de cette variable, déterminera avec l'équation (i) la forme de 
la trajectoire. Comme, dans ce qui suit, nous ne considérons 
que le cas où la force P dérive d'un potentiel cp, l'équation des 
forces vives 

(2) v2 = 2Q -+-const.= :;- 

nous donnera la première de ces relations. Il s'agit d'obtenir 
la seconde, que, pour simplifier, nous appellerons équation 
complémentaire. 
Soient 

l'angle formé par la binormale à la trajectoire avec la normale 
à la surface ; 
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R le rayon de courbure de la section normale à la surface 

menée par la tangente à la trajectoire; 
p = R sin0 le rayon de courbure de la trajectoire; 

p'= R tango = --—T son rayon de courbure géodésique ; 

Pr, P^, P^ les composantes de F suivant la direction de la vi- 
tesse, celle de la normale à la surface et la perpendiculaire 
à la vitesse dans le plan tangent. 

En nous reportant au n" 25 de la page 175 du tome I, nous 
avons, en faisant la part de quelques différences dans les nota- 
tions, 

V* 

(3) ; i-p.=o, 

Vî v* 

— cos6 = — - = P^. 

P ? 

La première de ces équations fera connaître N quand le 
problème sera résolu. Il n*y a pas lieu de tenir compte de la 
seconde, qui se déduit de l'équation (2). La troisième exprime 
que la composante P^ est égale à la force centrifuge géodé- 
sique, d'où le nom de géodésique donné à cette composante. 
On remarquera que, si la force extérieure est constamment 
normale à la surface ou si Pç= o, la trajectoire est une ligne 
géodésique de la surface. 

C'est la troisième des équations ci-dessus qui, convenable- 
ment transformée, nous donnera l'équaiion complémentaire. 

Soient 

X = -T^> Y = -—■-' Z ~ -ï les composantes de la force P sui- 
(Jjc ôy ôz 

vant Oxy Or, Oz; 

dx n . dy dz . . . , 

cosa= -r-t cosp= -7-» cosy= -7- les cosinus des angles 
ds ^ ds ' ds 

que forme V avec les axes; 

cos/= -r -r- ) cos/w = r-, cos /i = v T" les cosinus des 

\ dx A ôy^ i\ az 
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angles semblables relatifs à N, en posant 
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On a 



ou 



ou encore 






= X -hN cos/, 



\ j = X -f- N cos/ 



\ * — j H V -r- COS a = X 4- N cos/, 

a\ as 



et de même 



(4) 



V2 — ;— ^ -h V -r- cos 3 



ds 



ds 



_,, rfcosv ,, ^V 

\2 ^ — ~ -hV-T-COSY = 

as as ' 



Y 4- N cos/w, 
Z -h Ncos/i. 



Menons par Torigine les droites égales à l'unité ON, Ot,Oq 
respectivement parallèles à N, V, P^. La droite 0^ représentera 
le double de Taire NO^, et comme cos/, cosm, cosn sont les 
coordonnées du point N et cos a, cos (3, cosy celles du point/, 
on a, en projetant sur les plans xOy, jO j, zO,x, 

cos(r/, z) ~ coswcosa — cos/ cos p, 
cos(<7, .r) — cosw cos p — cosw cosy. 
cos(<7,.r) — cos/ cosy — cos/i cosa. 

Comme P^ = X cos(^, .a?) -h Y cos(^, j) 4-Z cos(^, z), en 
ajoutant les équations (4) multipliées respectivement par 
cos(^,^), cos(^, j), cos(^, ^), on devra retomber sur Téqui- 

valent delà troisième des équations (3), qui devra par suite être 

dV 
indépendante de N et même de -^-; et, en effet, on trouve, en 

effectuant les calculs, 

\ V* (cos 3 cos// — cos Y cosw) — r- — r-. . . 
(j) j L ^/* J 

( = X(cosp COS// — COSY cos/// )-!-.. ., 
et en substituant à V-, cosor, . . . , cos/, . . . , X, . . . leurs valeurs 
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données plus haut, on aura Féquation complémentaire cher- 
chée. 

L'équation (2) fera ensuite connaître d?, y^ z en fonction 
de L 

En supposant X = o, ¥ = ©, Z = o, Téquation (5) donne 
pour celle des lignes géodésiques de la surface 

(6) (COSP COSrt — C0SYC0S/w)rfC0Sa-H... = o. 

19. Sur une propriété des lignes géodésiques de V ellip- 
soïde, — Soit 

, . .r* r* z' 

a^ 0^ c^ 

réquation de Tellipsoïde. 

L*équation (6) se prête difficilement à la recherche de la 
propriété géométrique dont il s'agit. Il est préférable {*) de 
recourir aux équations (4) où Ton supposera X = 0, ¥ = 0, 

Z = o, V=:const., cos/= -T—^} cos/w = -r-^y cosn == -— r> 

Aa^ ^b'i ^c^ 

et, en faisant 

K étant substitué à Tinconnue N, on aura 

, , dcosoL X ^cosp ^x dcosy ^z 

^^ ^ ds a^ ds />* ds c^ 

En ajoutant ces équations après les avoir respectivement mul- 

tXf V z 

tipliées par -::? -h;? -:;> on trouve 

. .X rfcosa y rfcos3 z dcosy _^/x^ j* z^\ 

^^ 5^ ~dr"^ù'^ ~~ds ^^ ~~dr' ~' \^^'^ 1)^ '^ j^y 

Si Ton différentie deux fois de suite Téquation (7) par rapport 



(») L'analyse suivante, à quelques différences près, est empruntée à 
M. Darboux. 



MOUVEMENT l>*CN POINT MATÉRIEL SUR UNE SURFACE. 79 

à S, on obiient 

<p y 2 

-r COSa + i- COS û -f- — COSY = O. 

X dcosa y É?cosp z dco8^ _ /cos^a cos^p cos^yN 

et réquation (8) devient 
, COS» g cos'p COS» Y k- Z'^* _._ >* _l_ ^*\ 

En ajoutant les équations (4') respectivement multipliées 
par 

dfCOSOL dx ££fCosB dy ds cosy dz 
2 — = 2-r> 2 — rr-^ = 2Tr> 2 -— t = 2 — , 

on trouve 

, ^ rfcos*a rfcos^S ^co8*Y ^r/^^* «Çr* ^^*\ 

el, en éliminant K entre les équations (9) ei (8'), il vient 
<^cos*a c?cos*p rfcos'Y dx^ dy^ dz^ 



a* b^ c2 a* /;* ' ^* 



cos*a cos*p cos'y ^^ T* ^ 



2 



«2 6* C* «* 6* C* 

équation dont les deux membres s'intègrent et qui donne 

, ^ /cos^a cos^S cos*y\ /^^ J* ^^\ ♦ 

Soient? la distance du centre de l'ellipsoïde au plan tangent 
au point {œ, j, z) de la ligne géodésique, D le diamètre de la 
surface parallèle à la tangente à la courbe. On a d'abord 



P = 



V ^ "^ ^* "^ ^ 



D D /a 

Pour obtenir D, il suffit de faire â? = - cosa, 7 = - cosp, 

22 
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z ^^- cosy dans l'équalion (7), qui donne ainsi 



D = 



v/ 



cos*a cos^S cos'-Y 



^2 /;* r* 

et l'équation (10) devient 

(il) DP = const.C, 

relation qui, traduite en langage ordinaire, constitue le théo- 
rème de Joachimsthal. 

En ayant égard aux valeurs ci-dessus de P et D, Téqua- 
tion (8') prend la forme 



K- - 


•* * 
0^' 






et les formules (4') deviennent 








fl^cosa 4P- "T r/cos^ 
ds D'i «2' ds 


4P2 y 
D2 i)2' 


d cos Y 
ds 


4P2 Z ^ 
D2 C-' 



d*oii, pour la courbure de la ligne géodésique, 

Il \l(d cos a )•-' -f ( ^ cos 3 )^ +- ( <y cos 7 j'' 
1 p ds 



4P2 /,,.2 ,-2 ^2 4P 

D2 \ a* /;* r* 1)2 

En éliminant D entre cette équation et l'équation (ii), on 

obtient 

es 

4T3' 



r-, 



(»3) >^ .,>3 



résultat qu'il est facile de traduire en langage ordinaire (' ). 

Considérons un ellipsoïde de révolution autour de 0.r, et 
faisons passer le plan xOf par le point considéré de la ligne 
géodésique. On a 

.r2 i2 



a'i h-^ 



(') On peut arriver immédiatement aux formules (12) et (11) de la ma- 
nière suivante. En exprimant l'égalité des cosinus des angles formés avec 
les axes par la normale principale à la courbe et par la normale à la surface. 
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et, pour le rayon de courbure en (r, j) de la section méri- 
dienne, 



l>a ' 



d'où, en le reportant à l'équation (12), 

p 

î7 = const. 

Il 

Donc, en chaque point d'une ligne géodésique d'un ellipsoïde 
de révolution, le rapport du rayon de courbure au rayon de 
courbure de la section méridienne passant par ce point esl 
constant (théorème de Gudermann). 

20. Sur une propriété des lignes géodésiques dUi ne sur- 
face de révolution, — Soient 

Oy Taxe de révolution; 



on retombe sur les formules (4)» qui enlraînent comme conséquence la 
formule (8'), laquelle revient à la suivante : 

4 K 

(«) w^ — w 

En ajoutant les carrés des valeurs (4'), on obtient 

1 — ^ 

et, en éliminant K au moyen de (a), on retrouve la relation (12). 
On a maintenant 

^*^ p ^ =-^ \â'''°''+ b'""'^-^ c'^^'V' 

puis 

I dD _ I /cosa o?cosa cosjâ rfcosp cosy c^cosyX 

î? lis ~ ~~ 4 \~«^ ^~ ~^' ^* ' ê^ ds~) 

— — , ( -i cosa 4- y- cos 3-1 — - cos Y ) 

ou, en éliminant K au moyen de (a), 

En ajoutant (6) et (c) et intégrant, on arrive à la formule (11). 

VII. 6 
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m rinlerseclion d*une ligne géodésique déterminée avec une 

courbe méridienne quelconque; 
R'=: //iN la portion de la normale à celle courbe limitée à Oj; 
R le rayon de courbure de la même courbe, considéré comme 

positif ou négatif selon qu'il sera dirigé de m vers N ou en 

sens inverse; 
a Tinclinaison en m de la ligne géodésique sur la méridienne ; 
Ox un axe compris dans le plan jN/w perpendiculaire à 0^, 

Torigine pouvant être choisie à volonté ; 
p le rayon de courbure de la ligne géodésique dont le signe 

déterminera le sens. 



(0 



Nous avons d'abord la formule connue 

cos*a sin'a __ i 



Nous considérerons la ligne géodésique comme étant dé- 
crite par un point m assujetti à rester sur la surface sans être 
sollicité par une force extérieure. La vitesse V du point, qui 
est constante, se décompose en deux autres : Tune, Vcosa, 
suivant la méridienne ; l'autre, Vsina, suivant la tangente au 
parallèle. Comme la réaction normale de la surface est la seule 
force à laquelle m est soumis et que sa direction rencontre 
Taxe Oj, le principe des aires s'applique à la projection de m 
sur le plan du parallèle, et Ton a 

Vsina.x = const. 
ou 

(2) .r sin a = const. A-, 

la constante k étant déterminée par les valeurs x^y ao de x^ a 
qui correspondent au point de départ de la ligne géodésique. 
En éliminant a entre les équations (i) et (i), on trouve 

d'où Ton déduira p. 
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Application aux surfaces de révolution du second degré : 

X^ y2 

1® Ellipsoïde, --;^ + ^ = '• — On trouve facilement 



(a) 
d'où 



I fl*M 



^ (rt*j2.^^4jpî)2 



I 



/;« 



__ _ _ _ 

(rt4^2 4_^4.j;2)2 



Si Ton élimine j^2 qq numérateur de (c) au moyen de l'équa- 
tion de Tellipse et que Ton ait égard à la valeur (a), on trouve 

(av'-h 6* J72^2 

En portant celte valeur dans l'équation (3), il vient 
ce qui est l'expression du théorème de Gudermann. 



a"' 



1^ Paraboloïde, — Si l'on pose -r =/?> que l'on porte la 

valeur de b déduite de cette relation dans la formule (4), que 
Ton fasse ensuite a — oo, /? restant fini, on trouve 

X' Y^ 

3" Hyperholoide à une nappe^ — — ^ = 1. — Il faut 

remplacer b^ par — b'^ dans les formules (a) et (fc), puis K 
par — R, et l'on obtient facilement 

X^ Y^ 

4° Hyperbololde à deux nappes, ^ + ^ = i . -— Il 

suffira, dans la formule (4)> de remplacer a^ par — a*. 
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Ainsi donc, le lliéorème de Gudermann s'étend à toutes les 
surfaces de révolution du second degré. 

La formule (3) conduit à des résultats intéressants quand 
on suppose que la surface est un tore ou qu'elle est engen- 
drée par une cycloïde, une chaînette, etc. 

21. Équations en coordonnées cylindriques du mouve- 
ment d'un point matériel sur une surface, — Soient {/ig- 5) 



Fig. 5. 




i)x, Oj, Oz trois axes rectangulaires fixes; 
r = m l la distance du mobile m à ^ ; 
n la projection de aw sur le plan ,r Oy ; 
9 l'angle nOx; 

mV\y n\\ les prolongements de Im, 0/z; 

nï la erpendiculaire en /i à On menée dans le sens de 
r oroissement de G\ 

R, . , Z les composantes suivant nR, n'\\ Oz de la force ex- 
térieure qui agit sur m ; 



(I) 



F(r,e,3) = o 



l'équation de la surface; 
N la réaction de cette surface sur m ; 
/, m, n les angles formés par la direction de N avec n% 

wT, OZ. 



1 
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On a, pour un déplacement virtuel de m sur la surface 

Ncos/.8r -}-N cos/w./'ôô -f- Ncos//.Ô3 = o 

ou 

cos/.8r -H cosw.r 36 -h cos/z.S^ = o. 



On a d'ailleurs 



-r- 0^' -H liT o" -^ \ ôr = o, 
or oO 03 



En comparant entre elles les deux dernières équations que 
Ton vient d'écrire et en posant 



A 

en trouve 



4 //^K\2 /I dF\2 /(^F\ 



, 1 c)F i dV i d¥ 

(a) cos/= - -r-9 cosni= -- -— , cos// = -- 3- • 

A or Ar <^0 A (73 

On a d'abord 
(•2) -j^ — Z -f-Ncos//. 

En prenant les moments par rapporta Oz, on trouve 

(3) — ^ = (T-^Nço8w)/-. 

Enfîn l'équation des forces vives donne 

1 d (dr^ d^i dz^\ ^dr ^ rfO ^dz 



)- 



1 dt \ dt^ dt' dt^ ) dt di dt 

ou, en développant et en ayant égard à la relation (2), 

dr d'^r dh / db dr rf^OX ^ dr ^ rfO ^. dz 



/rf8 
[dt 



dt dt^ dt\dt dt dt^ I dt dt dt 

Si, dans cette équation, on remplace Tr par sa valeur dé 
duite de l'équation (3), on obtient 

dr d^r d%^ dr ,. dr _ / ^6 dz^ 



dt rfÔ2 



d^^ dr ,^dr ^. / d^ dz\ 

-'dr^dt=^^dï-^V'''''''di-^'^'''di) 



86 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE III. 

OU, simplement, 

(4) -^-=R + r— +NC08/. 

J)ans le cas oii la force extérieure dérive d'un potentiel ^, 
on a 



d'où 



Rdr-hTrdb-\-Zdz= .-- dr -^ -— d^ -\- -~ dz, 

ôr oO oz 



dr r dO dz 



et à Tune des équations {2), (3), (4) on pourra substituer la 
suivante : 

///x xro dr^ -\- r^ d^^ -^ dz^ ^^^ ^^ 

(4') V2= -T-j = 2^H-const.C. 

Soient 

ds = \/dr^-{-rid^^-hdz^ 

l'élément d'arc de la trajectoire de m; 

dr ^ rf6 dz 

cosa= — , cosp = /'-j-» cosY=^- 

les cosinus des angles formés par la tangente à cette courbe 
avec les directions de R, T, Z. 
En faisant dans les équations (2), (3) et (4) 

, =VC0S7, r-p^VcOSp, -V- =:Vc08a, ---=V-t-» 

dt *' dt ^' dt ' dt ds 

ces équations deviennent 

V* -~- H- V -7- COSY = Z -!- N cos/i, 

ds ds ' 

V2 — — X _f- V -7- cos B H cos a cos B = T H- N cosm, 

ds ds ^ r ^ 

V2 — ^5 H V -7- cosa cos* 8 = R -h N cos/. 

Soient X», jut|, vi les angles formés par la composante géo- 
désique de la force extérieure avec les directions de R, T, Z. 
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Si Ton remarque que 

cosacosXi-h cosP cos[Xi-+- cosycosvi = o, 

COS/ C0SX,-+- COSWCOS[Xi-l- COS/i COSVi = o. 

on obtient, en ajoutant les équations ci-dessus respectivement 
multipliées par cosv,, cosfXj, cosXi pour Téquation complé- 
mentaire, 

xro / ^ ^cosa rfcos0 ^cosy\ 

V. (^cosX. -^^ 4- COS (.. -^^ + cosv, ^^^ j 

H (cosacosfXi — cospcosXi)cosp = RC0sXi-4-Tc0S[JLi-h Zcosvi. 

Le n° 18 nous donne 

cosfJii= cos/ cosY — cos« cosa, 

cosXi= cos /î cos p — cos /w cos Y, 
d'où 

cos a cos (Xi — cos p cos Xi 

= — cos/2(cos2a-+- cos*p)-h cosy(co8/wcosP -f- cos/cosa), 

et, comme 

cos m cos p -+- cos / cos a = — cos n cos y, 

l'expression précédente se réduit à — cosn. L'équation com- 
plémentaire prend ainsi cette forme relativement simple 

!_,,/ ^ ^cosa <icos3 rfcosvN V ^ 

V^l COSAi — j hCOSWi hCOSVi —7 — L ) COS/iCOSp 
\ as ' ds as J r ^ 

= R cosXj -h T COS [X| H- Z cosvi. 

22. Moui^ement d^un point matériel sur une surface de 
révolution. — Soit Oz l'axe de révolution. L'équation (i) se 
réduit à la forme 

(!') F(r,3) = o, 

et l'on a 

m = 90°. 

Comme on n'a aucun intérêt à calculer N, il suffît de con- 
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sidérer les équations (3) el (4') qui deviennent 



en posant 

dt 

On obtiendra Téquation complémentaire en éliminant w entre 
les équations (6). 

Si la force extérieure rencontre constamment Taxe Oz ou 
si elle reste parallèle à cet axe, on a 

et la première des équations (6) devient 

(7) ^=---1' 

A étant une constante. 

Dans le cas où le mobile n'est soumis à l'action d'aucune 
force extérieure, la seconde des équations (6), eu égard à la 
valeur ci-dessus de «, se réduit à la suivante 

I fdr'^ dz^ \ ^ „ 

qui, jointe à Téquation (i'), déterminera les lignes géodésiques 
de la surface. 

23. Mouvement sur un hélicoide gauche d'un point 
soumis à r action d'une force perpendiculaire à l'axe Oz et 
fonction de la distance r à cet axe, — Le potentiel W(r) sera 
positif ou négatif, selon que la force sera répulsive ou attrac- 
tive. 

En désignant par h une constante donnée, on a, pour l'équa- 
tion de la surface, 

d'où 

/ h y 

C0S/=O, COS/72 = T' COS// = T* 

rA A 
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Les équations {i) et (3) deviennent 



// dui N 



— . ' 



dt A 

' dr~~ ~ï' 

d'où, par Télimination de N, 

d.io(r^-<r /i^) = o, 

ei, en désignant par A une constante, 
L'équation (^'), mise sous la forme 

dr^ dz^ 



to 



^) = 2^r(r)-f-C, 



d^i d^^ 

devient 

d'où est fonction de r par une quadrature. 

(] 
En supposant ^F = o et posant — ^ = B, on a, pour l'équation 

différentielle des lignes géodésiques de l'hélicoïde, 

v/[B(r2-H/i2) — iJ(r^-H/r^) 

dont l'intégrale dépend des fonctions elliptiques. 

'2k. Développements en séries des formules du mouve- 
ment du pendule conique. — Soient 

/la longueur du pendule; 

Q l'angle qu'il forme, dans une position quelconque, avec la 

verticale ; 
9 l'angle correspondant formé par le plan du pendule et de la 

verticale de suspension avec la position qu'occupait ce plan 

à l'origine du temps; 
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Oo récarl initial du pendule par rapport à la verticale, et qui 

est censé un maximum ; 
6^ le minimum de 6; 






i 

Nous avons trouvé au n'» 27 du Tome I, p. 180, 

/ \ jm. _i_ r?cos6 

f^V'^i/ (cos6 — cosÔoXcosÔi — cos6)( cos6 -h ^ 5— 

, , /- sinOoSinÔi dt 

d^ = k /a -_= -r— ^ 



Posons 



(3) 



sinÔosin6i / i ^ ^ // 

/ï v/côs e7ï^~côsô7 \ï-+- cose "^ i - cosô/ 

cosB = cosOo cos'<J/ -+- cosôi sin*<J/ 

= - [coseo-^cosBi — (cOS6i--COS0o)COS2t}/], 



^ étant une variable croissante que nous substituerons à 9. 
Nous remarquerons d'abord que nous avons 

6 = 60 pour <J/ = O, TT, 27t, ..,, 
(4) ^ A û . 1 ^ 3 5 

Q = 0j pour ^ = -, - TT, - TT, 

Nous avons ensuite 



cosô — cosôo = (cos6i — cos6o) sin*<}/, 
cos6i — cos6 = (cosôi — cosBo) cos*<J/, 

I -hCOSÔnCOSÔf 



I ft I -l-COSÔoCOSÔi 

\^) \ cosOo + cosOi 

j __ 2-4- 4 cos6o cos6i-i-cos'6o-t- cos'Bj — (cos*6i — cos*6o) cosa^j^ 
f 2(cos0o-i-co8Ôi) 



2(00860-1- C( 
rfcos6 = 2(cos6i— cosôo) sin<^cos<^rf<^. 
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Si Ton pose 

~~ 2 H- 4 COsOo COsOi -i- C08*Ôo -+- COS^Oi * 

la formule (i) devient 

(7) clt=l^ '^^ 



^ /i — M ( cos 6i — cos 6o ) cos 2 ^ 

Avant d*aller plus loin, nous ferons remarquer que, en fai- 
sant varier cos0o, cos^i, la fonction M atteint son maximum 

71 ^3 pour cos6o=cos0i= rv^3, de sorte que la valeur de 

cette fonction est toujours inférieure à l'unité. 
Si nous posons maintenant 

(cosôo— I — fJoy cos6i = i — r/,, 
(0) l 

(w = ao-4-ai, t» = ao — «i> 

la valeur (7) prend la forme 

(9) dt = j^^-=JL=.' 

En posant encore 

/ \ M /^Ti sin6oSin6, 
(10) N = /2 M ■■_ ! > 

v/cos6oH- cos 61 
l'expression (2) prend aussi la forme 

(„) rfcp = Nf— 1-^ + — i-^)— =i=_.. 

Si Ton pose 

, X . 1.3.5. . .(in — i) M« 

(12) An= ; :^ '-^, 

on a 

i 

(13) (l — M('C0S2i^) *= I-+- 2iA«P«C0S«2<l;, 
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OU, en remplaçant les puissances de cos2i]; par leurs exprès 
sions en cosinus d'arcs mulliples de i^, 



(i4) 



(l — Mc'COS'k}^) -= 2aP/i<'"C0S2//<^, 



en prenant 



(f5) 



'248 



Pt- 
P.- 



P.- 



,,^^A3.-^ Ja..^-^|^A,.- 



- Ao-^ - A^t'-— rj-Afii'^-^ 
•2 À 6 '2 



21 



_ A. -i- — A-(»2_4_ . \_(iV_. 
4 10 o\ 



I . , A A ,- _._ 
I() 



Ps — ~F -^5 ~T- ,--7 A7 t''^ -+-..., 

I o bj 



En ajant égard au développement (i4)> la formule (9) 
donne par l'intégration 



(16) 



K \ '2 j^Êà\ fl ^ 



Si nous désignons par t et T les durées respectives du paF- 
sage d'un maximum de Q au minimum et au minimum sui- 



77 



vant, correspondant si l'on veut à 4^ — -> '>p == tt, nous avons 



('7) 



T r= —7-'- /Ai, T = '21. 

k 



Occupons-nous maintenant de l'angle azimutal 9. Nous re 
marquerons d'abord que 



(18) COSÔ = 1 — rtToCOS^^ — «1 Sill*<}^ = I ill -^ (^0082^1^), 

Ma 
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el nous aurons, en ayant égard à la formule (i3) el effeciuanl 
une division, 



1 — COSÔ y/i — Siç,cOS1^ 



«0 C08*<V -h^i sin*d^ (^^1 , '^ 

^ ^ C0S26-h 



2, 



«0 cos^^ -h«i siii*'}' 






X| C0S'*~*2ij;— COS'*-^ 2 ^j; -4- . . . -h ( 



^ C0S2<];-f-- I 



Si l'on remplace les puissances des cosinus par leurs valeurs 
en fonction des cosinus des arcs multiples de 2^, el si Ton 
pose 

Qo= 2 (Al — XiU, . .) — (A3— A^M -h Ar,u^ — . . .)^* 
3 5 

4- - (As A6W-^. . .)^*-5- -/(A?— AgM-f". . .)p6_}- 

2 4 

3 5 

Qi = 2(Aî-- A3 «-+-...) H — (A^ — As M H- ...)t'2_j- _ (As — A7M -T-...)^*^ -+-••• , 

2 4 

^ i5 

Q2 = A3 — A4 M -4- . . . — ( As — AqU -h. . .)v^'-i- —- ( A7 — Ag w -i- . . . ) t^*-+ . . . , 

16 

I 5 

Q3 = -(A4— Astt H-. . .) -^- ^(Ae— A7 «-+-.. O^^^-^-- • -, 

Q4= 7 (As— Aew-i-.. .) + o(A7— A8^^^-. . .)^^-^- • •) 
4 o 

on obtient 



. j (l — COSÔj/l — ^1^008 2 4^ 
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On a maintenant 



(i-t- cos6)/i — Mi^co&i^ 

2 



(i ^-2iAnP«cos«2<{;) 



(4-«)('-4rriï<^°«^4') 

Si l'on pose 

i[__ Al 



(20) 



Ri= 7 — ( ^Xi -+■ -1^^^-^ tX-^*-'- • • • 

«3=4^(x3-^^X5^'-^---j, 



> 



il vient 



(a) = Rq-^ £tR^o« fins a/2 1]^. 

(i-h cos6)v/i — M^cos'2iJ> 

En portant les valeurs (a) et (a') dans la formule (ii), on 
trouve 

d'où 

/ riztllM-^ arc tang (i/J tang^. 

(21) I L V^«0«1 \V «0 

(Qo ^- Ho ) <^ -h - 2;^^ (Q« + R«) — ^^ — ^ . 
Soient (p<, 92, 93, ••• les valeurs de 9 correspondant à 
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TT 3 

di = -) TZy -TT, . . . , c'esl-à-dire au premier minimum de 9, au 
second maximum, etc. ; on a 

?i = N- —=^ hQo-f-Ro , T2 = 2cpi, <p8=3cpi, .... 

Il suit de là que la différence des azimuts d'un minimum et 
du maximum suivant est constante. 

Cas de faibles écarts, — Supposons que Oo soit assez petit 
pour qu'on puisse prendre les puissances de 6 d'un degré su- 
périeur au second. Nous aurons 

cos6o = i -9 cos6i = I î-, 

008*60 = I— 6J, cos^Ôi = 1 — 6*, 
6* 6î 65 + 6* 6J-6Î 

•22 2 2 



/M = l[i+-^(e*-i-6î)] 



La formule (r6) se réduit à 

Les formules (i5) donnent, au degré d'approximation con- 
venu, 

Po = t, Pi = Ai; 

M 

d'ailleurs, d'après la formule (12), on a A| == — ; par suite, 



a 



(22) 






On déduit de la, pour 4^ = --» 



ej+ef 



ik\ 16 / i\ g\ ib 
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Nous avons maintenanl 






OoO, 



•2 



I "ô^ a^^ ^st^g ( ë^ tang^/j -i-(Oo-+-Ro)'H 



On devra faire, dans cette formule, 

Qy = 2 Al — M = -, Ro = 7 = -> 

4 4 — u x 

et l'on aura, par suite, 

■ • 

■ 

L'équation (3) donne 

62=02 cos2^-f-0îsin2 4;, 
d'où 



On déduit de l'équation (12), aux termes du second ordn^ 
près, 4* = ^^» valeur que l'on peut substituer dans le second 
terme de 9, et Ton a aussi 

/A \ '-^ 

-p = arc tang y -^ tangt}/ j -i- g 0û6, /,/. 
Si l'on pose 

il vient 



3 
^' =0— -6o0iAf, 



, «1, /05-62 



d'où, en élevant au carré et représentant par r le rayon vec- 
teur IQ de la courbe décrite par la projection horizontale de 
l'exirémité du pendule, 

/2B2 6S 

^ ^ 02sin2cp'-4-0îcos2(p'' 

Soient A| la projection horizontale du point de suspension; 
Ai a; un axe, dans le plan horizontal, se mouvant dans le sens 
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du mouvement avec la vitesse angulaire |/r6o^<; l'équation (^5) 
sera celle d'une ellipse dont Ai sera le centre et Ai^ la direc- 
tion du grand axe. Donc : 

En projection horizontale, la masse terminale du pendule 
décrit une ellipse qui tourne uniformément autour de son 
centre et dans le sens du moui^ement pendulaire ai^ec la 

vitesse angulaire constante o ^o ^< l/^- 

A la fin d'une révolution elliptique, le déplacement angulaire 

de Tellipse sera sensiblement ^ 6o0^ \/y ^tt i/- = y 9o0i 
et sera ainsi indépendant de la longueur du pendule. 

25. Influence de la résistance de rair sur le moui^ement 
du pendule conique, — Dans les oscillations elliptiques du 
pendule très peu écarté de la verticale, on observe que le grand 
axe diminue progressivement, ce que Ton ne peut attribuer 
qu'à la résistance de l'air. 

En supposant que 0o et Bk se rapportent à l'état initial, le dé- 
placement angulaire du grand axe à la fin de la première ré- 
volution elliptique sera, à très peu près, f7r0o0<. 

Mais, dans la révolution suivante, par suite de la résistance 
de l'air, les écarts maximum et minimum seront devenus 
^0 < ^0, 0\ < 9i. Comme le mouvement du grand axe est rela- 
tivement lent, on peut en faire abstraction dans le calcul de 
00, B\ , et l'on retombe alors sur la question du n<» 2, où l'on a 
vu que la résistance ne modifiait pas la position du grand 
axe. Le déplacement angulaire du grand axe du commence- 
ment à la fin de la seconde révolution elliptique sera \T:0\0\y 
et ainsi de suite. D'après le numéro précité, les valeurs de 
00— 0'o> 0* — 0'i sont affectées du facteur /, de sorte que le dé- 
placement du grand axe diminuera d'autant plus rapidement 
que le pendule sera plus long. 



VII. 



9^ HUITlfelME PARTIE. — GHAPITRB IV. 



CHAPITRE IV. 



DYNAMIQUE ANALYTIQUE. 



26. Équation générale de la Dynamique, — Soient 

nty m\ ... les masses des éléments matériels d'un système; 
{x, y y z), (^', y' y z'), . . . leurs coordonnées rectangulaires; 
rla dislance mm' \ 
mm'fi^r) l'action mutuelle de m^ m'. 

Un certain nombre des points m^ m\ , . , peuvent être assu- 
jettis à rester sur des courbes et des surfaces fixes qui don- 
nent lieu à des réactions normales. 

Le point m peut être considéré comme libre, en le suppo- 
sant sollicité par la résultante X h- Y -h Z de la force exté- 
rieure qui agit sur lui, des actions moléculaires qu'il reçoit des 
autres points m\ m" ^ ... et de la réaction de la ligne ou sur- 
face fixe sur laquelle il peut se trouver, et l'on a 

Concevons un déplacement hypothétique ou î;/r/M^/ infini- 
ment petit et arbitraire du point //z, et dont nous désignerons 
par ixj èy, Sz les projections sur Ox, Oy, Oz. 

Nous avons 

(x-;ng:)8x = o, (Y-;„g)3r = o, (z-.g)8.=o. 

Si nous ajoutons ces équations aux équations semblables 
établies pour tous les autres points matériels du système, 
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nous aurons, en attribuant au symbole V la signification de 



somme 



<„2[(x-™S?)8.*(v-.g)5.H-(z-«S|)8,] = .. 

Si les déplacements virtuels sont tangents aux lignes et 
surfaces fixes, les réactions normales de ces obstacles dispa- 
raissent dans les Xôjc, Ydj, Zôz. 

En remplaçant, dans l'équation (i), les déplacements vir- 
tuels 8x, ôj, àz par les déplacements réels dx, rfj, dz, Téqua- 
tion (1) devient 



7^ "^-^ "^ ^''^ "^ ^ '''^) "" 2^^ '^''' "^ ^ "^^ "^ ^ "^^^ 



ou 



Si V désigne la vitesse de /w à Tinstant t et Vq la vitesse ini- 
tiale, réquation précédente donne 

la limite inférieure de l'intégrale se rapportant à la position 
initiale du système. L*équation (2) exprime que, pour deux 
positions successives du système, le demi-accroissement de 
la force vive est égal au travail total des forces extérieures 
et moléculaires. 

Si le système est composé de corps solides réagissant les 
uns sur les autres, le travail des actions mutuelles intérieures 
sera nul pour chaque corps, et le travail moléculaire se réduira 
à celui des actions mutuelles développées au contact des 
corps, c'est-à-dire à celui du frottement dont on fera abstrac- 
tion. Dans ces conditions, le second membre de l'équation (p.) 
représentera uniquement le travail des forces extérieures. 

Revenant au cas général, l'équation ('2) ne sera utile, au 

point de vue analytique, que si V(Xcte -4- Yrfj -i-Zrfz) est la 
différentielle d'une fonction de Xy y, z, x'^y-'y ^'» • • •' "^^*s *' 
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suffit quMl en soil ainsi pour les forces extérieures, puisque le 
travail moléculaire élémentaire 'V//i/n'/(r)rfr est une diffé- 
rentielle exacte. Soient donc U la fonction dite des forces ou 
appelée potentiel^ h une constante dépendant de i*état initial 
du mouvement; nous pourrons écrire 



(3) Vm^^2=2UH- 

11 est d'ailleurs évident que Ton a 



//. 



^^> ^-5i' ^-T/ ^~Tz' ^-ài^'' "" 

27. Équations du mouvement d'un système à liaisons. — 
Soient n le nombre des points m, m\ m'\ ...; k<^3n le 
nombre total des équations des lignes et surfaces fixes. 

On peut combiner entre elles ces équations de manière à 
en obtenir un même nombre, mais chacune des dernières 
pouvant contenir les coordonnées de plusieurs points. Pour 
plus de généralité, on supposera que les équations, dites de 
liaisons, représentées par 

(5) Li = o, 1.2=0, ..., Lx. = o, 

euvent renfermer les coordonnées de tous les points du 
système. 

On ne considérera que des déplacements virtuels situés sur 
les courbes et surfaces fixes, c'çsi-à-dire compatibles avec les 
liaisons. Comme l'équation Li = o doit être satisfaite par 
X + àXf y + hy\ z H- ôz, X h- te', . . . , on a 

àx dy -^ ôz dx' ' 

et, de même, 

(6) / àU . 
^^^-^ ^^' 

• » 

-7-^ ôjc H- = 0. 

ôx 
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En portant dans Téquation (i) k des variations ix, ..., 
exprimées au moyen des équations précédentes en fonction 
des 3/1 — A- autres qui resteront arbitraires, on égalera à zéro 
les coefficients de ces Zn — k variations; on obtiendra ainsi 
3n — k équations entre x, j, z, x', ..., qui, jointes aux 
k équations (5), permettront de déterminer les coordonnées 
en fonction du temps. Les 3/i équations seront donc celles du 
mouvement. 

Mais on peut s'affranchir de la considération des variations 
par le procédé suivant : ajoutant Téquation (i) aux équa- 
tions (6), multipliées respectivement par les coefficients indé- 
terminés X<, X2, . . ., Ik* et égalant à o les coefficients des â, 
on obtient les 3n équations 

(7) ( „ d^z . dU 

d^y . ()Li 



Les coefficients X<, ^2, . . ., ^a se détermineront au moyen 
de k de ces équations, et, en portant leurs valeurs dans les 
autres, on obtiendra 3n — k équations en x, j, z, x', ..., 
qui, jointes aux équations (5), donneront celles du mouve- 
ment. 

On peut supposer que Ton n*a que Zn — k équations entre 
autant de coordonnées, les k autres coordonnées ayant été 
éliminées au moyen des équations (5). L'intégration de ces 
Zn — k, qui sont du second ordre, introduira 2(8/1 — /r) con- 
stantes arbitraires, que l'on déterminera en exprimant que, 
pour ^=0, les coordonnées restantes et leurs dérivées par 
rapport au temps ont des valeurs données; c'est ce que Ton 
appelle les conditions initiales du mouvement. Le problème 
étant censé résolu, les h seront déterminés. 

On peut mettre celles des équations (7) qui se rapportent à 
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m SOUS la forme 



^ »^_. .. = o, 



( 



dx 



De cette manière, on voit que la liaison Li = o produit le 
même effet que si m était sollicité par la force extérieure 



>.S-».f-^.t-V(è)*-(f)'-(S)'' 

et il est facile de reconnaître que celte force de liaison est 
normale à la surface représentée par Téquation L^ = o, dans 
laquelle les coordonnées Xy j, z sont seules considérées 
comme variables indépendantes. 

28. Théorème d'Hamilton. — Soient 

niy m\y ... les masses d'un système à liaisons; 
^iyXiy Zi les coordonnées de mi à Tinstanl t-, 

"^ = î 2 '" (^ -<- Ê + S) '« demi-force vive du sys- 

tème; 

U le potentiel ; 

/o, t^ deux époques déterminées pour lesquelles les coordon- 
nées {xiy yiy Zi) ont des valeurs également déterminées. 



Si Ton pose 



il s'agit de démontrer que, pour des variations des coordon- 
nées compatibles avec les liaisons, on a dS = o ou 

(8) Ç '(oT-f-aU)fl?/=-o. 
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Nous avons 

Or, en intégrant par partie et se rappelant que, pour t^Uy 
t^=ti, la variation Sx est nulle, on a 



/-^ c? 8x = — / — TT ^x dt ; 



donc 



par suite, 

quantité qui est nulle, en vértii de l'équation du mouvement. 

29. Équations du mouvement, dues à Lagrange, dans un 
système quelconque de coordonnées. — On peut supposer 
que les v coordonnées rectangulaires indépendantes sont ex- 
primées au moyen de v autres variables m, Wo ..., Mv-< au 
moyen de relations qui pourront renfermer t; par suite, toutes 
les coordonnées rectangulaires pourront s'exprimer au moyen 

de u, Ui, ...» Wv-< et de t. 

c. , du , du, 

bi nous posons u =-ji^ w, = -~^ •••> nous aurons 

d,r __ d.r dx du dx dux __ dr dx , dx , 

dt "" dt du dt dUi dt "'~' dt du dut * 

dx_ 

di - ' • 



et nous voyons, par suite, que T est une fonction de-u, 
21 j, ... et de 21, {^|, •**•, 



io4 
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Nous avons donc 



CHAPITRE IV. 



"=2:râ«« 



6IT 
du 



\ ««') . 



Comme U ne peut dépendre que de u, Ui, ., on a 



d\] 



8P =2 £ ««. 



ei Téquation (8) devient 



/'■2( 



-T- ùu -+- —. ùu -\- -r- àuiat 
ou ou ou / 



= o. 



Or 



u ^j 



'• dT^ 



'» en 



'• d dT^ 






Jf -r-; ^li dt = / —-O du = I -— d^u 
t. ^" Jt, ^" ^t. ' ^" 

et réqualion précédente devient 

J, ^ V ()w «?/ du' du ) "' ~~ ^' 

Comme les ôii sont arbitraires, il faut que tous leurs coeffi- 
cients dans cette intégrale soient nuls; nous avons donc, pour 
les V équations du mouvement entre l, u, Ui, . . ., Wv-<, 



(9) 



r ^ _^ ^ d^ _ 

du dt du' du ~ ' 
dfï d dl d\i 



dux dt du\ dux 



o, 



30. Formules d^Hamilton,— Nous supposerons ici que les 
relations entre les x^ j, z et les u sont indépendantes du 
temps. 

Nous avons 



dx dx du dx dux 

dt ~' du dt dui dt 



dx , dx , 

. = — u -\- — u « 

du dui * 
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et T est une fonction homogène du second degré de u\ 
u\, ...; d*oii, d'après une propriété connue de ces fonc- 
tions, 

(a) ^T=22«'=2^"'' 

en posant 

mais, les/? étant des fonctions linéaires de tt', on peut exprimer 
ces dernières quantités au moyen des premières, et Ton aura, 
par exemple, une relation de la forme 

soit donc 

On distinguera par la caractéristique h les dérivées partielles 
prises à ce nouveau point de vue, et l'on aura 

>T_^ àTdu^ fT_du\ _dT ôu^ du\ 

tu^ du du' du du\ du du "du "^ du " " ' 

, HT dl du' dT du'i du' du\ 

^"^^ i^-dH'-d^-^W, If-^'-'^P^'^P'-d^^-" 

En différentiant Téquation (a) successivement par rapport 
à £1 et /?, on trouve 

, ,. tT du' du. 

, ,,. înT , du' du'» du du' du\ 

(d) ^--^u^p-^p,—^...= -^p-^p,-^^„.. 

En retranchant (c) de (c') et (rf) de {d'), il vient 

, , -bT dl HT du 

}fu ~^ du^ tp ^ dt^ 

équations entre les deux variables u et/? qui remplacent Té- 
quation de Lagrange, qui se rapporte à m, laquelle peut se 
mettre sous la forme 



(/) 


dp dJ __ ^U 
dt du ~~ du 


En posant 


T~U = H, 
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« 

II vient, en remarquant que U est indépendant de u't par suite 
de/7, 

,, , • 

l'équation (/), eu égard à la première des formules {e)y et la 
seconde de ces formules deviennent, en supprimant la distinc- 
tion entre ^ ex d devenue inutiiCi 



dp ___àtt du _dR 

dt "~ du dt dp 



, , ; et, de même, 

<io) \ 

dpi _ <)H dui _ àU 

dt ~~ âui dt dpi 



Çoient ou et Sp deux variations arbitraires. On a 

du^ dp ôK^ , dïL 

-r hp f'ùu= -T-^P-^ -j- au, 

dt ^ dt dp '^ du 

et toutes les équations (lo) sont comprises dans la suivante 

ou 

Ces formes, dites canoniques^ sont surtout utiles dans la 
théorie des perturbations des planètes. 

31. Équations du mouvement d^ un système matériel en 
coordonnées sphériques. — On a 

j- = r sinô coso, j = r sinô sia<p, s=rcos6, 
et les équations de Lagrange prennent la forme 

d^_dT^_m 
dt dr' âr ~ dr 

rf ai _ ar _ ^ 

dt âb' (W (W 

dt df' dcp ~~ â^ 
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D'autre part, 



'=ii- 






d'où 



— = /»r(6'*-+-rsin*ô.<p'«), -75- = /wr«sin6cos6.cp'*, — = o, 

el les équations ci-dessus deviennent 

û?f« d/^ dt^ m dr 

£n supposant cp constant, on a les équations du mouvement 
d'un système de points dans un plan. 

Considérons le mouvement d'un point pesant m sur une 
sphère de rayon / (pendule conique). On a 

U = /w^/cos6, r — L 

La première et la troisième des équations (12) rentrent 
Tune dans l'autre, et ces équations se réduisent aux deux 
suivantes : 

-TT -— 8in6 cos6 -y- = ^ 8in8, sm6 -y- = const. 
dt^ dt^ l dt 

En éliminant -^ entre ces deux équations, multipliant en- 
suite par d^y puis intégrant, on retombe sur la relation connue 
entre B et ^(t. I). 

32. Équations du mouvement d'un point matériel en 
coordonnées curvilignes orthogonales. 

(a) Avant d'aborder la question, il nous paraît utile d'éta- 



(4) 
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blir les formules qui se rapportent au système de coordonnées 
dont il s'agit. 
£n désignant par p, p,, p2 trois paramètres arbitraires, soient 

(l) p = ^(^,J,-3), pi=i,(x,J, 3), pi=£i{^,X,Z) 

les équations de trois séries de surfaces orthogonales qui, par 
leurs intersections, peuvent servira déterminer tous les points 
de l'espace; 

('!) a7=.f(p, p,,p,), J = J,(p, P,,Pj), 2 = ^2(P, pHpt) 

ces équations résolues par rapport aux coordonnées rectan- 
gulaires. 

Nous emploierons les symboles 5, ô pour définir les diffé- 
rentielles partielles qui se rapportent respectivement aux sys- 
tèmes (i) et (2). 

Nous poserons 

(3) f,= iM^'lL^'-iL. 

^ ^ y iv^ H/» iz'i 

En désignant par N/ la normale au point (.r, j, z) de la sur- 
face représentée par Téquation iri(j?, j, z) = pi, dans laquelle 
Pi est considéré comme constant, on a 

*'°«(N'' ^) = ^. S ' •'•'«(^''■'•'') = i;! ' '^'^''" '^ = k S' 

COS(N„.)= ± g, COS(N,,r)= ^ 'p C08(Ny,.)= -^, *^- 

Si Ton exprime que les deux surfaces p/, pj se coupent à 
angle droit, on obtient 

(5) >p/ ^ _^ ^pi- Ipj _^_^^ _^ 

En désignant par dm l'élément de la normale Ni limité par 
les surfaces p/, pi -f- dpi, on a 

(6) dn,= 'C-^dx-^'^df^-''-^dz) = ^. 

Il résulte de là que la distance de deux points définis par 
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les intersections de deux séries de surfaces infiniment voisines 
a pour expression 

^^^ ^^'' y h^ ^ h\ ^ hi 

Nous avons maintenant, en considérant pi, p2 comme con- 
stants» 



d'où 



mais 



d'où il suit que 



(8) 





djc 


dx , 






dn 


dp' 




du 


= COS( 


(N, .r) i 


»x' 












] et, 


de même, 






r>pi 


' àpi 






fp/ 


- A? '^^ . 





Ï3 ' ^p/ 

Si Ton porte ces valeurs dans l'équation (3), on trouve 

En ayant égard aux valeurs (8), les équations (4) et (5) 
deviennent 

(lo) cos(N/, x) = /// -^ , cos(N/, j) = /// j^ , cos(N/, s) = //,• -^ ; 

dpi dpi dpi 

, , âx dx dy dy dz àz 

àpi àpj àpi dpj âpi âpj 

(b) Ces préliminaires étant établis, considérons le mouve- 
ment d'un point matériel libre, dont la masse est censée égale 
à l'unité, sollicité par une force dérivant d'un potentiel U. 
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Nous avons, en ayant égard à la valeur (7), 










• • » • • • > 



el, pour les équations du mouvement, 




r/f //« 2\^ do "^P* dp "^P* dp y ~ âù' 



OU 



,/± / ^_L /)-L A± 

JL Ë!p ^ _^'' -_ ' ( ^* — M -Ai ^pi H ) _ àlj 

(ia) { h^ dt^ '^ dt dt 2\fl?/2 dp "^ dt^ dpi ^ dt^ àp^ / ~ dp' 



équations auxquelles nous joindrons celle des forces vives 

^'^^ h^ dt^^ h\ dt^ ^ h\ dt^ -^u+^» 

qui s*en déduit immédiatement, comme cela devait être. 

Si le mobile est assujetti à rester sur la surface p = const., 
les équations du mouvement se réduisent à 

\ i_^d^, dp.'hiî _ 2 ( ^î ^Ji dp\ ^ ) ^ au ^ 

(12') l h\ dt^ dt dt i\dt^ dpi dt^ dpi / dp/ 

j_ d^ _ dU 

/il ~dt^~^ '" dp^' 



(i3') 



//f dt^ ^ /il dt^ -^^-^^• 



(c) Supposons maintenant qu'une série de surfaces ortho- 
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gonales se compose d'un ellipsoïde et de ses hyperboloïdes 
homofocaux à une nappe et à deux nappes, représentés res- 
pectivement par les équations 

-f- -r r = I • 



t2 



p2_^i P« — C2 






= I. 



p? pi-i>' c*-p\ 
dont on déduit les suivantes, 

^»^^ W - (/;2_c2)/;2 

(p2^^2)(p2_^2)(p2_^2) 
(t.2_/,2)er2 

Ces dernières donnent 
logx* = — log^'c» H- logp'H- logpî -h logpl, 

l0gj« = — l0g(^« — 6«)6î-Hl0g(p« — ^2^-hl0g(pî — /^2)4_log(p|_^t), 

log3* = ; 

d'où, en difTérentiant, 

''/ = r (p ^î^ + p' 7ï3^ -^ p* ;ï^) ' 

flf 2 = 

Nous aurons, par exemple, 

OU, en remplaçant — par sa valeur déduite de la première des 
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équations (14)9 



//2 (p2«_^2)2 ^ (p2_c2^2 

et, en substituant à y'^ et z'^ leurs valeurs (i5), 

j_ _ (P'-Pî)(p^-Pl) 

lit (p2_^2)(p2_ cî) 

et, de même, 

(«6) / 

/'î (PÎ-^*)(PÎ-^')' 
j_ ^ (Pl-p')(pl-pî) 

/'i (pi-^*)(pi-^'M' 

(rf), Supposons que le point mobile soit assujetti à rester sur 
un ellipsoïde représenté par la première des équations (i4) et 
qu'il ne soit sollicité par aucune force extérieure. La courbe 
décrite sera une ligne géodésique de la surface (* ). 

Si Ton pose 

(p2_^2)(^2_p2)-''^i^ (^2_p2)(^2^p2)-'"2, 

on a 

•^ =/wi(pî-piX ^ =^'2(pî-p1). 

1 m 

En substituant ces valeurs, l'équation (i3') et la première 
des équations (12') deviennent respectivement 

(.3) '"' 5^ + '"' rfF^- - ^Î^T^f ' 

/ rfp? da\ 



(•) Ce qui suit est emprunté à Liouville {Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, i844)' 
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L'équalion (12"), en ayant égard à Téqualion (i3") revient à 

OU 



OU enOn 



v/'^J,[(Pî-Pi)Ai;S]=^ 



En multipliant cette dernière équation par 2(pî — p^)-^\ 
il vient 

d'où, en désignant par Ai une constante arbitraire, 

(aO /Wi(PÎ~?î)^§ = A, + Cpî. 

La seconde des équations (12') donne de la même manière 

(a,) '«i(pî-pi)'5J=A,-Cpl. 

Si l'on ajoute les équations («i) 01(02), on obtient 

(pî-p|)[/n,(pî-pi)Ji+m,(pî-poJ|] = A,H-A,+ C(pî-?î) 

ou, en ayant égard à la formule (iS"), 

C(PÎ-p5) = A, + A,+ C(pÎ-p1); 

r 

d'où 

Al = — A2. 

Ao 
En posant -^ = (3, les équations (ai ), («2) donnent, par divi- 
sion, 

(h\ ^h f^i _ Pî— ? 

VIT. 8 
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Si l'on remplace /w<, /W2 par leurs expressions, que Ton 
exlraye la racine carrée en prenant le signe — dans le second 
membre pour fixer les idées, on trouve 






'1 

Pi 



ou 



..V v/p'-^PÎ^Pi _ \/p^—pldpi 



/(pF^^*)(^**-pî)(pÎ"-?) /^^^-pDC^^^-pDCP-pD 

£n posant 

(17) A(pî) = /pî(p^-pî)(/;^"-pî)(c2-pî)(P_^), A(pO = ..., 

réquatîon (c) donne, pour Féquation générale des lignes géo- 
désiques de l'ellipsoïde en coordonnées elliptiques, 

^^ J HPÎ) J A(pl) -const., 

équation dans laquelle les intégrales sont des intégrales abé- 
liennes de première classe et de première espèce. 
L'élément de la ligne géodésique est 



^" = v/zi^'''-^;^^p^^ 



mais réquation (6) donne 






OU, en multipliant par y/pj — p'i , 

î dp\ _ I ^/p2 

/^ 7|f=ï ~ ~ /-^ 7F=TÎ' 

on a donc 

d,-—i /HEM,/. - .AT'' P?-p l)<^Pi 

/p?~P /pT^P 
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Jl5 



OU 









Pi 



Enfin, en remplaçant m\,m2 par leurs expressions el inté- 
grant, il vient 



_ r pf(p^-p|)./(pî) r 



pl(p^-pl)^(p|) 

A(pl) 



const. 



et ^ s'exprime aussi au moyen de deux intégrales abéiiennes 
de première classe et de seconde espèce. 

33. Application des équations de Lagrange à la solution 
de quelques problèmes, 

I** Mouvement de deux points matériels m, m\y assujettis 
à rester sur deux droites et soumis à leur attraction mu- 
tuelle mm\ f{r)y en désignant par r leur distance, — Soient 

Fig. 6. 




/ = AAj la plus courte des deux droites Am, Amt; 

u = \my Wi = A/Wi les distances respectives de m, m\ aux 

points A, Ai à l'instant t\ 
AK une droite égale et parallèle à A| /w, ; 

a l'angle KA/w des deux droites données. 
Nous appliquerons ici l'équation 



(a) 



dt au' 



du 



(m 

Ou 
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Nous avons 

V = — mnii I f(r) dr, 



r^ = miK 4-/wK = /'-h «/*-+-«! — 2UUiC0S(x, 



âr 
r 

par suite, 



r— —u — «1 cos a ; 
ou ' 



^U /(r). . 

-r- = — mmx' (w — wicosa). 

ou r 



Nous avons aussi 



c? <^T du! d^u 



La formule (a) devient, par suite, 



' ^^ = — //ii^y-(« — «icosa) (») 



(^) { et, de même, 

-Tir = — /w ' (^1 — tfCOSg). 

Ces équations s'intègrent facilement quand Tattraction est 
proportionnelle à la dislance. 

2«» Mouvement de deux points matériels m, mi sur un 
cercle, soumis à une répulsion mutuelle proportionnelle à 



(*) On arrive directement à cette équation de la manière suivante. 
La projection de mm, sur mk étant égale à celle de mK, on a 

^ ^ u — M, cos a 

cos m, m A = ' y 

' r 

par suite, 

d^u >./ V w — w. cos a 

m-r- --mm^/{r) 



■ 1 



dt' »• V / ,. 
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Vinverse du carré de la distance r, — Pour simpliOer, nous 
prendrons le rayon Om = Omt du cercle égal à Tunité. Soient 



Fig. 7. 




(Jig. 7) f^y U\ les angles formés par 0/w, 0/w< avec un axe 
fixe Oœ, Nous avons 

. Ut — Il 

r = 1 sin 9 

2. 

dr 



âr //i — u 

T- = — COS y 

OU '/. 



U\ — M 

-— = COS > 

OUx '1 



u = - 



mm^ 



d\} mmi dr 
Ou /•* du 



âr /w/Wi Ui — u 



'2 



d\] mnii U\ — u 
oUi r^ 1 



T= -(mu''i-hmu\^)^ 

Ja 



du 



— o, 



du\ 



= o. 



du 



du 



dfï 



du\ 



, au c/i t*<ti 



dt du' ""^ dt^' 



d dT _ d^u 



L'équation (a) nous donne, par suilCj 



(O 



d'^u m* «1 — u 
-j— = ^cos » 

-__- = —COS • 
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Dans le cas où a/î = /Wi, on voit que 

d'^u d^Ui 

dt* ^ dt^ 

... du diiK 

el SI, pour /= o, on a -.- = o, — ,- =0, u^= oc, //| = 7: — a, 

ut ai 



on obtient 






u-\- z/i — ir ; 


par suite, 


d^u nii sinn 
dt^ 4 cos*« 



En multipliant par du el intégrant, on trouve 

du^ mi / I 



' ^ 2 \ eus a cos « / ' 



dt^ 

d'où 



■''^/7 



COS a cos« 



Si a, par suite u, est assez petit pour qu'on puisse négliger 
a\ M*, le mouvement de m est oscillatoire. 

3i. Principe de la moindre action. — Soient (/tî, /Wi, . . .) 

un système à liaisons; xi, j/, -3/, r/=:^ -'^ les coordonnées et 

la vitesse de rm à l'instant t. 
Nous avons d'abord 

En désignant par ta, t\ deux époques quelconques, consi- 
dérons l'intégrale 

{'}.) ^ ~ I ^ ,fni> ds. 

Nous pouvons concevoir que, au moyen des équations du 

mouvement, on ait exprimé /, ^/, j/, zi en fonction de l'une 

des coordonnées que nous désignerons par m. 

-, , dxi , dn , dzi 

En posant -r ='Ti, -j— =ji, -j— ^= Zi, nous aurons, au 
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lieu des formules (i) et (2). 

(I ) 2à'^ ^^ c^« = 2U^-/^ 

(.) l=j^ ^m ^^ duK 

On déduit de l'équation (i' ) 



(3) dt = ^ ^^^^^ ^du, 

et, en ponant cette valeur dans Téquation (2), on obtient 

J/»«i /»"i 
I v^(2UH-//)2w(.r'2-f-/«+5'2)c^«= / Qdu. 

Si Ton fait varier I en laissant Wo, «i constants, il vient (*) 



on a 

// du: 












OU, en vertu de l'équation (3), 

(6) ^=^^, 

" ô.v' du dx ' 

dx dt 

On déduit de la seconde de ces formules 

d dQ d dx dt tPx 

^ ^ c^ (^u7 é/w r/r du dt^ 



(*) Introduction, n"» 1 et 3. 
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En portant les valeurs (6) et (7) et celles qui se déduisent 
dans la formule (5), on obtient 

OU, pour des déplacements virluels compatibles avec les liai- 
sons, 

ûl = o. 

II résulte de là que, lorsque le système matériel passe d'une 
position déterminée à une autre position également déter- 
minée, et que sa force vive dans la première position reste 
constante, l'intégrale I est un minimum ou un maximum rela- 
tivement à la valeur qu'elle prendrait si Ton introduisait de 
nouvelles liaisons dans le système. 

Si les positions extrêmes du système définies par Mo et Ui 
sont suffisamment voisines, I sera un minimum. 

A l'inverse, l'équation ôl = o comprend toutes les équa- 
tions du mouvement. On voit ainsi que le principe de la 
moindre action n'apprend rien de nouveau. Cependant il per- 
met de donner rapidement la solution de certains problèmes, 
comme nous allons le faire voir. 

I** Système matériel qui n'est soumis à l'action d'aucune 
force extérieure ou moléculaire. — On a 

\ /wp2 = h et f Zu "^^ ds = j \ mv^ dt = h{ ti — ^o)- 

La durée du trajet sera un minimum ou un maximum, 
selon que les positions extrêmes seront suffisamment rappro- 
chées ou éloignées l'une de l'autre. 

2® Point matériel qui se meut sur une surface sans être 
soumis à l'action d'une force extérieure. — La vitesse v 
étant constante, on a 

mv ds = mvsj 



/'■ 



d'où as == o. Donc s sera minimum ou maximum dans les 
mêmes conditions que ci-dessus. 
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3<» De la réflexion et de la réfraction dans r hypothèse de 
rémission. — Celte hypothèse, qui est complètement aban- 
donnée, consiste à admettre que : 

I* Une particule lumineuse se meut d'un mouvement recti- 
ligne et uniforme dans un milieu homogène et que sa vitesse 
ne dépend que de la nature du milieu ; 

2*^ La particule reste dans son milieu si elle rencontre une 
surface réfléchissante. 

Réflexion, — Supposons qu'une particule lumineuse, pas- 
sant par un point A d'un milieu, arrive après avoir touché un 
plan réflecteur, en un autre point A, du milieu. 

Soient I le point où le plan est touché par la particule; (^ la 
vitesse de la lumière. 

Nous avons 



I ç dx= V (Al-i- Ail). 



Il faut donc que AI -4- Ail soit un minimum, ce qui exige 
d'abord que I se trouve sur l'inlerseclion PQ du plan réflecteur 
et du plan qui lui est mené normalement par la droite AA| ; 
car, s'il en était autrement, le chemin ci-dessus serait plus 
grand que celui qui passe par la projection de I sur PQ. 

Soient a, a» les projections de A, Ai sur PQ; i, /« les 
angles que forment AI, IA< avec la perpendiculaire en 1 à PQ. 

En exprimant que 

A a Xiai 



AI-4-Aiï = : -+- 

COSi COS^i 

est un maximum, on trouve 



-r— sinj ,. sin^i ,. 

Aa —.m ■+- Airti — r-^ aii = o; 

COS*i COS*«i 

mais la relation 



al -h ail = A«tangi H- Ai«i tangti = const. 
donne 

-— di dii 

Aa — r--^Aiai- — , .- = o: 

d'où, par comparaison avec l'équation précédente, sin/=: sinit 
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Réfraction, — Nous supposerons ici que PQ est le plan de 
séparation de deux milieux dans lesquels les vitesses de la 
lumière sont r et Çt et que A, se trouve dans le second milieu. 
£n exprimant que 

TT 7—? ^^^* Ai^i 

(' X Al -h (»i X Al 1 = (^ . -h Vi r- 

COSi COS^i 

est un minimum, on a 



V ^-r- cil H- ('i -; — rt^i = o ; 

COS*i 008^ il 



mais la relation 



«1 -h «il = Art tang/ H- Airti tang/i = const. 
donne 

\a dl Airtj ,. 

— -.^ H r^ dii = o; 

COS^l COS^li 

par suite, en comparant à Téqualion ci-dessus, 



• • 



siiw'i (' 

valeur inverse de celle à laquelle conduit l'hypothèse des on- 
dulations. 

35. Stabilité de l'équilibre d'un système matériel. — On 
dit qu'un système est en équilibre lorsque les forces qui solli- 
citent chacun de ses points matériels se neutralisent ou ne 
luî impriment pas d'accélération. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut nécessairement que les 
points matériels occupent chacun une ou plusieurs positions 
déterminées. 

Pour des déplacements arbitraires quelconques, on doit 
avoir (26) 

(I) 2(Xo.r-hY5r + za3) -=0. 

Si l'on ne considère que des déplacements comparables 
avec les liaisons, les réactions des lignes et surfaces fixes dis- 
paraissent dans l'équation (i) et les équations (5) et (7) du 

d'X d'Y 
n" 27, en supprimant les accélérations --77-' -jjt'> •••> feront 

connaître les coordonnées des points /w, m\ /w", .... 
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Dans le cas d'un potentiel U, Téquation (i) revient à la sui- 
vante 

(a) SU = o, 

qui exprime que, pour qu'il y ait équilibre^ il faut que les 
valeurs des coordonnées rendent le potentiel maximum ou 
minimum, 

La stabilité de l'équilibre consiste en ce que, si Von fait 
subir aux points matériels m, m' y ... des déplacements 
aussi petits que Von voudra^ et si on leur imprime ensuite 
des vitesses Vq, i\y ... également aussi petites que Von 
voudra, les déplacements restent toujours très petits. 

En supposant (29) les coordonnées exprimées au moyen 
des variables indépendantes w, u' , . . ., posons 

(3) U = F(«, m', ...). 

Nous allons démontrer que l'équilibre est stable si le po- 
tentiel est un maximum. 
Soient 

'^ "*" Xo, W -H Xo» • • • *^s valeurs que prennent w, m', ... lors- 
qu'on a fait subir de petits déplacements aux points maté- 
riels m, m' , , , , avant de leur imprimer les petites vitesses 

w + X» w'+X» ••• ^® ^"^ deviennent les déplacements au 

bout du temps /; 
r, (/', ... les vitesses correspondantes. 



On a 



1(2-^-2-^0 



(4) 

Si l'on pose 

(5) F(tt + X' "'-^X'' ..•) = F(«, «', --O — tCx^ X'»---)» 

la fonction cp devra s'annuler avec les ^ et, pour que la fonction 

Y{u,u\ .. .) 
soit maximum^ il faut qu'elle reste essentiellement positive 
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pour des valeurs absolues de x> X* • • • <!"> ^^ dépassent pas 
certaines limites h, h% ... ; Téquation (4) devient 

Supposons successivement dans <p(x» Z» •••) 

y = // et faisons varier y^' entre — // et //', y" entre — //", //'", ..., 
y = — // » » » 

Parmi toutes les valeurs algébriques que prendra 9(x, . . 0» 
il y en aura une A qui sera plus petite que toutes les autres. 
En opérant de même pour -/ =z h\ ^' — — /?', on obtiendra 
de même une plus petite valeur A' de ^(x» •••)> ^tc. Appe- 
lons B la plus petite des valeurs A, A', . . . et posons 

(7) G = i2^^5 + ?(xo.xi'--0; 

l'équation (6) devient 

Mais on peut prendre les Xo ^" grandeur et en signes et les ro 
assez petits pour que l'on ait C<1B. Si donc au bout d'un cer- 
tain temps les variables ^ dépassaient leurs limites, il arriverait 

que 

^ — ?(X'X'» •••)<o, 
et alors on aurait 



zl 



mv^ <! o, 



ce qui est absurde. Il suit de là que les valeurs absolues desx 
ne peuvent pas croître avec le temps au delà de certaines 
limites et que, par suite, l'équilibre est stable. 

Soient M la masse d'un système de corps pesants réagissant 
les uns sur les autres; Ç la distance de son centre de gravité à 
un plan horizontal fixe. On a 

donc le système sera stable si son centre de gravité est le plus 
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bas possible. Exemples : balance, système d'une manivelle et 
d'une bielle articulée à la tige verticale d'un piston, etc. 

36. Des petits moui^ements d'un système matériel à liai- 
sons, — Reprenons l'équation générale du mouvement 

Soient Mo «2, . . ., Mylesv variables indépendantes au moyen 
desquelles on exprime toutes les coordonnées Xy j, z, x*, 

Supposons que, le système étant d'abord en équilibre stable, 
on fasse subir à ses éléments matériels de petits déplacements, 
puis qu'on leur imprime de petites vitesses ; ces éléments 
exécuteront, chacun par rapport à sa position d'équilibre, 
une série de petits mouvements que nous nous proposons 
d'étudier. 

Soient 

^o> Jo, Zoy Xq, ... les valeurs initiales de .z?, j, . . . ou corres- 
pondant à l'équilibre; 

ai, ^2, • • ' celles de U\, U2, . . •; 

Mjizzaj -h x^y ^2= «2+ X2» • • • ^^s valeurs des m^ à l'instant t, 
les quantités Xi étant censées assez petites pour qu'on puisse 
en négliger les secondes puissances; 

ai, bi, Ci des fonctions de a<, «2, . • . supposées connues. 

Nous avons des valeurs de la forme 



(^) 



X 


— 


,Xq 


-+-«ix, 


+ «>Xî 


1 • • • ^ 


ï 


= 


Xo 


-^ ^' X, 


+ ''>X, 


1 • • • ^ 


z 


— 


2o 


+ ^J X, 


-+-<•« X, 


1 

1 • • • ^ 


x' 

. 1 


1 . 


Xq 

> • • 


+ "iX, 


+ «i X, 


t • • • • 



Si l'on porte ces valeurs dans l'équation (i), on trouve 

^X, , '^X, , «''Xa ,, 

(3) ■ • 



(fil, '^'Xs '^'Xs \ 



^ÎT-^^'î "rfîi"-^"».' dti 
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en posant 

A/ =^m{aj -^ bj -Jr cj), 
<4) 

A/,y = 2 ''' ( «/ «y -^ f^i ^j -+- ^/ ^j )• 

Si Ton développe U(ai -h Xp «a -^ Xa» • • ) suivant les puis- 
sances des Xi 6n s'arrêtant aux secondes et remarquant que, 
d'après les conditions d'équilibre, la somme des termes du 
premier degré est nulle, on a 

UCai-^Xj, «2 + Xî' •••) 
,^^ , =U(ai,a2 )h — 1 -^— ï" y " -H -r-i- 7 ^- • • • 

d'où 

L'équation (3) donne par suite, en identifiant les coefficients 
des ôxo 

__ (>2U à^\] à^l] 

<^) i , ^^Z, , ^'X2 , ^'X3 



^)2U c)2U a^U 

•2 



():^, (^«2 '^'« "^ <^a2 ^'2 "^ (^a, âoL^ ^-^ 



En désignant par p, s, Ai, A2, . . . des constantes, posons 
(7) X, = ^'1 s»ï^ /p(^ + -), X2 = ^'2 sin /p(f -h e). 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (6), on trouve 

*" [ff / â^U d^\] d^\] 



déterminées de -A^ ~> •• et deux arbitraires ht et ê. Soient 
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En éliminant v — i des rapports -r^? — j ••• entre ces équa- 

tions, on obtiendra une équation en p du degré v dont toutes 
les racines devront être réelles, positives et inégales, car 
autrement les xi renfermeraient des exponentielles, c'est- 
à-dire des termes croissant avec le temps; mais alors les 
déplacements ne resteraient plus très petits et l'équilibre, 
contrairement à ce que Ton a supposé, ne serait plus stable. 
A chaque valeur de p correspondra un système de valeurs 

p, p', . . . les racines de Téqualion en p, et accentuons de la 
même manière les constantes correspondantes; le système 
des valeurs 

iy^ = //i sin y/p (^ + £) -h /i\ sin /p"' ( ^ H- t' ) -h . . . 
y^z= //2sinv/p(/ + £)-f-//2sinv/p''(/-i- z')-^. . . 
• • 

renfermant 2v constantes arbitraires, sera la solution générale 

des équations (6). 

Les constantes se détermineront par les conditions que 

dx, dx.y 
Xi' Zo» •••» "77"' ~ir^ '" ^"^ ^^^ valeurs données pour 

dv ■ 
Supposons que les valeurs initiales de chacun des xiy -il 

soient des sommes algébriques et que l'on fasse correspondre 
les éléments de l'une et l'autre série de valeurs. II est évident 
que Xi se composera de la somme des seconds membres des 
équations (9) établis pour chaque couple de valeurs initiales. 
Les petits mouvements s'ajouteront, ce qui constitue ce que 
l'on appelle le principe de la superposition des petits mou- 
vements. 

Si, dans Texpression de la demi-force vive 



'■CL 



dx* (h^ dz-t 



'"^dJ^-^UF^d^" 



on substitue les valeurs {1) de a-, y\ z, œ\ ... et que Ton ait 
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égard aux notations (4)> on obtient 






£n désignant par H le résultat de la substitution dans cette 

dyi dx. 
expression de /u, hj à -^, -t^j on a 

Si P est le résultat de la substitution de lu, hj à X/> x, dans 

■r 

l'ensemble des termes du second ordre du développement (5), 
on a 

p = - > ( , /// -h 2 -T 7 ////// ) , 

et les équations (8) prennent la forme 



d'où 

Mais, comme HeiP sont des fonctions homogènes du second 
degré des /^/, on a 

d'où 

P 

A des valeurs réelles de p doivent correspondre des valeurs 
réelles des A/; la quantité H, par sa nature, est essentiellement 
positive. Pour que les valeurs de p soient positives, il faut 
que P soil négatif ou que la somme des termes du second 
ordre de la valeur (5) soit négative. Il suit de laque, pour que 
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les intégrales (8) soient admissibles ou que Téquilibre soit 
stable, il faut que U(ai, ^2, . . .) soit maximum, résultat con- 
forme à celui que nous avons obtenu au numéro précédent. 
Si U(ai, «2, • • ■) est minimum, les valeurs de p seront né- 
gatives, c'est-à-dire que les déplacements Xt seront représentés 
par des sommes d'exponentielles et ne pourront, par suite, 
rester très petits. Il suit de là que, lorsque le potentiel est 
minimum^ Véquilihre est instable. 



VII. 



3o 
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CHAPITRE V. 

SUR LA STATIQUE DES CORPS SOUDES ET LES COURBES 

FUNICULAIRES. 



§ 1. — Attraction d'an ellipsoïde homogène sur un point. 

37. Commentions, — La définition de la normale extérieure 
en un point d'une surface terminant un volume se comprend 
d'elle-même. 

V ouverture sphérique d'un cône est la portion de la sphère 
d'un rayon égal à l'unité dont le centre est le sommet, inter- 
ceptée par le cône. 

Soient ( fig, 8 et 9) 

Fig. 8. 




u 



.Xi 



/ 



/. 



M' un point quelconque de l'espace; 

r\f r2, ... les rayons vecteurs partant de M', déterminés suc- 
cessivement sur une même direction par une surface fer- 
mée (S); 

N,, N2, ... les normales extérieures correspondantes; 
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rfw rouverlure sphérique infîniment petite d'un cône dont une 
génératrice coïncide avec la direction de r^ ^2, . . .; 

rfcTi, rfo"2, ... les éléments successifs de (S) déterminés par le 
cône; 





a> 



d(T un élément quelconque de (S) correspondant au rayon 
vecteur r et à la normale extérieure N. 

Nous ne considérerons qiie l'attraction qui suit la loi de 
Tinverse du carré de la dislance. 



38. Théorèmes de Gauss. 

/cos(N r) 
^\^' d(j étendue à 

surface fermée. 

I ° Le point M' est extérieur à la surface {fig, 8). 
L'élément de l'intégrale correspondant à rfw est 



une 



di 



di 



mais on a 



-~ cos(N,, ri) H pC0s(N2, rj) -h. . .; 

V\ dlM r-r — fl?ffi COS(N, Ti). 

r\ db) — -h ddi C03(N, Tj), 



La somme ci-dessus devient 

— d(ii ■+■ d(ji 



et est nulle, puisque le nombre des dai est pair. 
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Il résulte de là que 



(•) 



cos(N. r) 



/ cos(N 
7^ 



d^ = o. 



1° Le point M' est intérieur {fig» 9). 

En suivant la même marche que ci-dessus, on obtient 

pour l'élément de l'intégrale correspondant à rfw. 

Mais, comme le nombre des dai est impair, cet élément se 
réduit à dtù. Si donc on intègre, pour l'étendue de la sphère 
dont le rayon est l'unité et le centre M', on obtient 



(I') 



cos(N. r) 



/cos(N 
ri 



d^ = ^TZ. 



IL Composante X suivant Ox de l'attraction exercée sur 
ie point M' par un corps homogène. 

Première forme : Soient {fig. 10) dx la section infiniment 
petite d'un cylindre, parallèle à 6^, traversant le corps; r la 
distance à M' de l'élément d^dx du cylindre. 

Fig. 10. 





a> 



Nous supposerons, par exception, que les normales N^ 
N2, ... se rapportent aux éléments rfo-i, rfo'2, ... découpés 
successivement, en partant du plan zOj, par le cylindre dans 
la surface. 
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On supposera que la masse M' est égale à l'unité, ainsi que 
la densité du corps attirant. 

On a, pour l'attraction exercée par dxdx sur M', estimée 
suivant Oa?, 

— ^ dx cos(r, x)= -^ dr. 

pi ^ ' p% ' 

et, pour le cylindre total, 

^ / I I I I 

'^\^2 ^'1 ^4 '"3 

£n remarquant que 

dy = ~ d<Si cos(Ni, .a;) = d^^, cos(N2, or) = — ... , 

celte expression devient 

[c?a, cos(Ni, .r) r/(i2 cosCNj, x) "j 

'•i r^ J 

et enfin on a 



en désignant par d<jx la projection de da sur le plan jO.?. 

On a supposé sur la figure que M' était extérieur à la sur- 
face (S). Mais il est facile de reconnaître qu'on arrive au 
même résultat lorsque M' est intérieur. Il en est de même 
dans l'établissement de la formule suivante. 

Seconde forme {fig, n) : La composante suivant Ox de 
l'attraction exercée sur M' par un élément du cône dont l'ou- 
verture est d(ù étant 

r^dtodr . . , , , . 

— cos(r, X) = ddi dr cos^r, jc), 

on a, pour le volume découpé par le cône, 

rfw(/'2— Ti-f- r^ — Ts-f-. . .) cos(/', ^). 

Si l'on remarque que 



cos(N,,r) cos(N2,r; 



• • • > 
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celle expression devienl 

[— cos(Ni,r)H ~cos(Ni, /•)-+-... cos(r, j:); 

d*oii l'on déduil 

, ,x ,r /* c?J COS(N, r) cos(r, .r) 

(^ ) 



-/ 



/• 



Fig. II. 








ov 



39. Expression de Vaire élémentaire d'une surface en 
coordonnées curvilignes quelconques. — Soient 

l'équalion de la surface ; /?, q deux variables auxiliaires. 
On peul poser 

la fonciion /« et /2 étant choisies comme on l'entendra; mais 
la fonction 

sera déterminée. 
Soient 

w, nii, /W2t /W3 les quatre points de la surface correspondant 
respectivement aux valeurs 



(P^q). (p-\-dp,q). (p-hdp,q-{- dq), {p,q-^dq)\ 
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dd Taire du quadrilatère mmim^mz] 

ddz sa projection nris riiH^ sur le plan a?Oj. 

On a 

Pour les coordonnées de /? ^,y\ 

Pour les coordonnées de /«i ( 

dx y dx y 
^^ = ^+ dp+-dq, 

Pour les coordonnées de wj . . . . / 
Pour les coordonnées de «j 



d'où (') 



(3) 



\dq dp oq dp I ^ ^ 

et, de même, 

, I dx àz dz dx\ , , 

^'y^\TqTp~JciTp)^^^'i' 
Considérons en particulier Tellipsoïde dont l'équation est 

j;ï yJ, ^2 

Cette équation sera satisfaite en posant 

(â!) J7 — rt cos/?, y = h sin/? cos^, z = c sin/? sin<7. 

Si Ton remarque que x' — -•> y' ^=^ ^^ z' ■= - sont les coor- 

(*) Application de la formule connue : 

aire nn^n^n^= \[{x — x^){y -\- y,)-^{x,— x^){y,-^y^) 

-\'{x,-x,){y,-^y,) + {x,-x){y,-\-y)y 
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données d'un point de la sphère dont le rayon est égal à 
Tunité, on embrassera toute la surface de la sphère, par suite 
celle de Tellipsoïde, en prenant o et tt pour limites de p, ei o 
et 271 pour celles de q> 
On a 



dx 
dp 


— a sinp, 


0.r 


ôy 
Op 


bcOSpCOSq, 


ày ... 
-j- — hsinpsmq, 


dz 
Op 


ccosp smq, 


dz 

— csmpcosq, 



et les équations (3) donnent 



hr 
d^jf. — hc sin/? cos/? dp dq = — x sin/? dp dq, 



a 
ac 



( 4 ) ' d^y = ca sin*/7 cos^ dp dq=^ -.y sin/? dp dq^ 

diz = oh sîn^/? sin qdp dq =^ — z sin/? dp dq. 

Soient M' un point dont les coordonnées parallèles à Ox, 
Oj, Oz sont a, (3, y; r sa distance au point {Xj y, z) de la 
surface On a 



a — .r , 3 — ' ■ , X Y 

COs{rjX) = , COS{r,j)~ — , C0S(r, 2:) — — - 



7, 
- 1 



, -, . drsx hc . dp dq 

cos(N, x) = —j- = — X smp -S— ^ > 
au a ^ di 

ac . dpdq 
cos(N,j)= -jxsmp-^^y 

,^j . ah dp dq 

cos(N, z)= — z sin/? - . ? 

et, comme 

cos(N,/*)— COS(N, j:)cos(r, .r) 

-r- cos(N, r) cos(r, j) h- cos(N, z) cos(r, s), 

il vient, en substituant, 

(5) rf!rcos(N, r)= - -- |^(a -- .r) - + (3-j) jç^ -r-(Y - z) ~\ sinpdpdq- 
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On déduit de là 



d<s cos(N, r) cos(r, .r) 

— .r)|^(a — .r)^^ -f-O-j )|^-h(Y — c)|^J ^xnp dp dq. 



(5') { abc . 



40. Attraction d'un ellipsoïde sur un point M'. — Si l'on 
pose 

'- abc 

les formules (2) el (4) donnent 
Posons encore 

(8) a}—h^=k, a'^—c^=k' 

et supposons que Ton fasse varier a, 6, c, de manière que k el 
/f' restent constants. Nous obtiendrons une série d'ellipsoïdes 
homofocaux déflnis par la variable a. 
En différentiant l'équation (7) par rapport à a, on trouve 

(9) ad/-i-/da=Jdpj ^i!^£.^Zi-l ^ ^rt. 

De 

on tire 






... àr [. .à.v ày , dz 

Les équations (a) donnent d'ailleurs 

d.r .r 

l Oc *^ a 

y ùy d/j . y d/j 

dz de . . 3 <f r 

art da ^ ^ c da 



• 



(lo) 
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et les équations (8) 

. j db ^ a de _ a 

cUi ~ b^ da c 

La valeur (6), eu égard à (c) et (rf), devient 

()a L ^ b^ '^ 6* J 

et nous avons, au lieu de Téquation (9), 

iady -^ yda 

La formule (2') nous donne, en ayant égard à (5'), 

et, en portant cette valeur dans le terme ^rfû de réquation(io), 
on obtient 

ou encore, en vertu de la relation (5), 

oida /'co.s(N, r) 



, . j ctda /'co.s(N 



C?(T. 



Nous avons maintenant deux cas à distinguer, en remar- 
quant qu'il n'y a pas lieu de s'occuper de celui où M' se trouve 
sur la surface de l'ellipsoïde, car alors on ne peut pas faire 
varier a sans que M' devienne intérieur ou extérieur. 

Premier cas : le point attiré est extérieur à l'ellipsoïde. 
— Le second membre de Téquation (12) est nui (théorème Ide 
Gauss), c'est-à-dire que x est indépendant de a. Nous avons 
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donc, en accentuant les lettres pour un second ellipsoïde ho- 
mofocal du premier, 



X 

abc 

appel: 


X' V Y' Z 

a'b'c'' abc à b' d abc 

anl R Tattraction X -t- Y -f- Z, 


Z' 

«7/r'' 


3. - 
abc 


R' X X' Y Y' 

db'c'' R R' R " R' 


Z Z' 

R U' 



Donc : 

1* Les attractions de deux ellipsoïdes homofocaux sur un 
point extérieur ont la même direction et sont proportion- 
nelles aux volumes de ces ellipsoïdes (théorème de Maclaurin) . 

2° La détermination de l'attraction d'un ellipsoïde sur un 
point extérieur se ramène à celle de V ellipsoïde homofocal 
passant par ce point. 

Second cas : Le point attiré est intérieur, — Soient 73 ei i^ 
des équivalents de x pour Oj, Oz. 
La formule (12) donne 



' É^X= 4-a 



da 
ft^ bc 



et, de même, 

dr^ .= 47:3-- - = 4713—-, 
b^ac b^c 

, de , da 

^' ' c'^ac ' cH) 

Si l'on fait croître a indéfiniment, 6 et c croissent aus^i in- 
définiment; mais, en vertu des relations (8), les rapports - ? 

- restent finis et tendent vers Tunité. On sait d'ailleurs que, 
a ^ 

quel que soit a, Tattraciion de l'ellipsoïde sur un point inté- 
rieur se réduit à celle de l'ellipsoïde semblable passant parce 
point. Il résulte de là que, si a croît indéfiniment, X^^abcy^ 
Y = abcfiy Z = abcZ restent finis et que %, yî, Ç sont nuls pour 
a =Qo. 
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Désignons par A, B, C les demi-axes d'un ellipsoïde dans 
rinlérieur duquel se trouve le point attiré, pour les distinguer 
des variables a, 6, c, et posons 

A 

a — -y 
u 

d'où 

et, en nous reportant aux relations (8), nous avons 






I- 



A2 



Les limites de u seront o et m = j et correspondent respec- 
tivement à a = 00 et à a == A, et les équations (i3) nous don- 
nent 

47ra 



A» 



/* wî du 
_ -^, 
/ ku'^Y / k'u^Y 



_ 47:^ p^ li^dii 



1 ('-ât; (-tO 






^ — " "TT 1 î "i' 



et nous avons, par suite, 

ABC r * //* flfe^ 



X = — ÎTT 



■/^ 



A8 . . . .. , A:'//*\» 



Av^^W A:'//»\ 



(<4) 



„ , ABC. n' II* du 

- i V 

I ku'^\'^ / k'u^\^ 



1 A ABC 
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formules qui s'appliquent aussi au cas où le point attiré se 
trouve sur la surface. 

4-1. Composante de Vattractton d'un ellipsoïde sur un 
point extérieur. — Nous supposerons que les formules (i4) 
se rapportent à rellipsoïde homofocal de l'ellipsoïde donné 
passant par le point attiré, et nous affecterons de l'indice i les 
quantités qui sont relatives à ce dernier ellipsoïde. 

Si nous remarquons que les formules (8) donnent 

B2 = A« - Af -H Bf, G2 = A2 — Af -h Cf, 
nous avons, pour déterminer A^, l'équation 

J} "^ A2— AÎ-^BÎ "^ A-^— AfH-CÎ " '' 

équation qui n'a qu'une racine positive; les racines négatives 
se rapportent aux hyperboloïdes homofocaux. 
Les formules (8) donnent 

k_ _ Af — Rf Af // ^ Af-Cf A| 

A* "" Af A» ' A2 " A? A2 ' 

Si l'on pose 

Al// 

ABC 

et si Ton remarque que X<=X— ^^^ S la première des 

équations (i4) donne 

^ AiBiCi /»^ u\dax 



/^ u\da. 



2 



A? 

Pour simplifier, nous remplacerons A par A', nous suppri- 
merons l'indice i pour u et les quantités qui se rapportent à 

l'ellipsoïde donné; enfin nous représenterons par M = ^ttABC 

la masse de cet ellipsoïde. Nous aurons alors 

A 

_ 3Ma n^ 11^ du 

Jv — ■"— 



/ (■ - - 



A» I 1 ^ 
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Il est facile de voir, à Tinspection des formules (i4)> quelles 

sont les modiQcalions qu'il faut apporter à celte valeur pour 

obtenir celles de Y, Z, que nous nous dispenserons d'écrire 

quant à présent. 

Soient 

A<B<C 

et 

(I3) A2= -— , X2 



A« A« ' 



il vient 



3Mg r^ h'^ du 



y _ . >>- >•-- _ 3Mg , 

^^"13 1 1 i ~ A3 ' 

'2^2)2 



A 



I A3 / 1 1 ~~ A3 dX ' 

1 ^ Jo (H-X2«2)2(I + X'2«2)2 ^ ''^ 

A^ 

_3My Z*^' /rs r/// _ 3My c))/L 

A3 / 1 1 ~ A3 <)X' 

^ Jo (,_hX2«2)2(i-+-X'2«2)2 ^ 



Z = — 



Le calcul se réduit donc à trouver la valeur de L; mais l'in- 
tégration ne peut s'effectuer que dans les cas particuliers sui- 
vants. 

4.2. Cas d'un ellipsoïde de réw)lution aplati, — On a B = C 
ou X' = X; on peut faire passer le plan xOy^ par le point M', 
que l'on supposera, pour plus de simplicité, situé sur la sur- 
face. Il vient ainsi 

Ma r^ u^du 3xMa,, , >, 

TT- / ^T—;; = — Vo ,o (X — arc lan^ X ), 

A3 J, H-X^tt» X3A3^ ' '^ ^' 

u^-du 3M3 / . X 



Supposons que l'ellipsoïde soit très peu aplati ou que X soit 
très petit. Nous avons, en nous arrêtant aux termes du cin- 



X- 




3Ma 

A3 . 


/ 




Y - 


— 


3Mp 

A3 . 


i 


Z = 


o. 
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qulème ordre, 

are tangX = X — — -i- -— , ■ r- = X — Xsh- Xs ; 

par suite, 

X. «"(.-|x.), 



v=-^I^(-l4 



Soient r = sja'^ h- (3^ ; G rattraction X -+- Y. On a, aux termes 
du quatrième ordre près. 

Désignons par / la latitude du point M', c'est-à-dire Tangle 
formé avec Oy par la normale en ce point. De Téquation 

{a) (i-f- Xî)aî-|- p2 = A2(n- Xï) 

de la méridienne, on déduit 

tang/ = -^ = -p-a, 

et Ton a, aux termes en X^ près, 

8in/= -: 
r 

il vient donc 

mais Téquation (a) peut se mettre successivement sous les 
deux formes suivantes 

d'où 

r = A M -t- - X2 eos« / j . 

Enfin, en substituant et réduisant, on obtient 

M / 3.A / X' 



0. M (,_,,.) (,_^. 



C08'/ 
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Celle formule s'applique à rallraclion de la Terre, supposée 
homogène, sur un poinl silué à la surface; mais il faut en 

retrancher la composante verticale t^^Rcos^/ de l'accéléra- 
tion centrifuge, T étant la durée de la révolution diurne et R 
le rayon terrestre moyen; nous avons ainsi une relation de 
la forme 

g = llli^ __ eos V ] — ij;^ R cos2 /. 

On a 

-7^ = — - — , X^ -= -— (aplatissement ) , «ittR = 40000000"^, 

T 8b4oo 3oo 

et à Paris, 

0^=9,8088 pour / = 48",5i, 

ce qui permet de déterminer la constante H, et l'on trouve 

ainsi 

g = 9,8249 — 0,0371 cos*/, 

tandis que, d'après Tobservation, on devrait avoir 

g = 9, 83 1084 — o,o5oo57 cos^/. 

La différence entre ces deux valeurs tient à ce que la Terre est 
loin d'être homogène, contrairement à ce qu'on a supposé. 

4.3. Cas d*un ellipsoïde de résolution allongé. — On a 
A = B ou X = o, et, en faisant passer le plan .xOz par M', 

3Ma /•* ir-ffii 



f- 



A3 / ^- 



^'^'^ [XVi-4-X'2-log(X'-4-/i ^X'V)], 



2X'3A3 

_ 3 M Y ^^ 






_ 3My 
" X'3A3 

h\. Attraction d'un cylindre elliptique indéfini sur un 
point de sa surface, — Soit Oz l'axe du cylindre. 
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Dans les formules (i6), on devra faire 

^=1 et M = i7tA'(n-Xî)2(n-X'»)5; 

puis, ces substitutions faites, on supposera 'k'=oo. Il vient 
ainsi 

4Tta(n-Aî)* / -=-4Tra ^ U 



y = _ i7Cp(H-X2)* / - -=:-4Ttp ^ L\. 





Si Ton pose 



on a 
et 



B 



X2=£S 



£ 1 

X = — 4^^* , Y = — 4 ^ï » 



formules qui sont celles de Laplace. 

/i^o. Solide homogène de plus grande attraction sur un 
point extérieur, — « Quelle est la forme que doit avoir le 
solide, dont le volume est donné, pour qu'il exerce la plus 
grande attraction possible sur un point extérieur M', dont la 
position reste d'ailleurs indéterminée? » 

Tel est le problème que s'est proposé de résoudre le mar- 
quis de Saint-Jacques (M et dont nous allons chercher à don- 
ner une solution plus ou moins rigoureuse. 

Il faut d'abord que M' se trouve sur la surface du corps. 
Admettons, en effet, qu'il en soit autrement, et soient A, B les 
intersections la plus rapprochée et la plus éloignée de la direc- 
tion de l'attraction F avec la surface. En reportant de B en A 
un même élément de volume, la direction de cette attraction 
n'aura pas changé, mais son intensité aura augmenté, ce qui 
est contraire à ce que Ton a supposé. 



(') Académie des Sciences, Mémoires des SavQ/its étrangers^ 1749* 
VIT. 10 
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Cela établi, soient 

Hy /Z| deux éléments de volume situés dans la région de la 

surface du corps; 
F' Taltraction sur M' du volume dont on aurait enlevé les 

deux éléments ci-dessus ; 
doL Tangle compris sous F et F'; 
/, /i les composantes suivant la direction de F des attractions 

de riy n\ sur M'; 
fy f\ leurs composantes normales à cette direction ; 
9, 91 les angles formés par /',/', avec la direction opposée à 

celle de la composante ¥'dx = Frfa normale à F. 

On a, aux termes du second ordre près, 

/'sincp :=/;sincp,, 
F' doL = f cos «p H- /î cos Cpi. 

Supposons que /soit plus grand que/i et faisons coïncider 
/ii avec n; F deviendra, aux termes du second ordre près, 



Fi = v/(F'-^ 2/)«-i- (Fc^a — a/coscp)*-^ 4/'*sin^o = F'+ if. 

Or 

F<F'4-2/; 

par suite, 

Fi > F. 

Donc, il faut que/=/i ou, en d'autres termes, que^ou^ les 
points matériels de même masse de la surjace donnent la 
même composante de rattraction, suivant la direction de 
rattraction totale. 

Soient maintenant 

M'x la direction de F, qui sera nécessairement un axe de ré- 
volution de la surface ; 

r, (r, ^) = 9 les coordonnées polaires d'un point quelconque 
de la section- méridienne; 

K2 une constante. 
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Nous aurons 

ces 6 __ i^ ^,v 



K« 



d'où 



(i) r^^Ky/côsë, 

X = KcosO /eosÔ, 
j = K sînô /cos6. 

Le maximum de y correspond à 

cose = jV^ 
et a pour valeur 

y = -^ryji^i — 0,6204 K. 

La valeur correspondante de x est 

x = 0,4388 K. 

11 suit de là que la surface a à peu près la forme d'un œuf 
dont le gros bout serait en M'. 
Proposons-nous maintenant de déterminer le volume du 

(*) Si l'on retient seulement des idées ingénieuses du marquis de Saint- 
Jacques, que le point M' doit se trouver sur la surface du corps attirant et 
que cette surface doit être de révolution autour de la direction M'a? de F, 
le reste se déduit immédiatement du calcul des variations. On a, en effet, 

F = 2ic/ rsinO cosO cf6, 
et pour le volume du corps 






aw 1 -r sin6 c?ô = const. 


En désignant par K* une constante, on a donc à rendre maximum l'inté- 
grale 

2E 

j sinO^Ç-KTcoseWe, 

et on voit que Ton doit avoir 

r*=K«cose. 
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solide, en désignant par 4» l'angle formé par un plan méridien 
quelconque avec un méridien fixe. Le volume d'un cône élé- 
mentaire, dont le sommet est M', est 

d'où, en intégrant par rapport à +, de o à 27:, puis rempla- 
çant r par sa valeur (i), 

— -TrKHcose)2fl?cos6. 

En intégrant de nouveau entre les limites o et - de 6, on 

1 

obtient, pour le volume cherché, 

Il suit de là que ce volume est équivalent à celui d'une 
sphère ayant pour rayon 

i'i) a = K(./ j =o,5848K; 

d'où 

(2') K = rt y^5 = 1 ,7ioû. 

L'attraction du cône élémentaire ci-dessus étant 
sa composante suivant M!x est 

r fl?6 sin6 d'^ d^ — — r d cosô cosO ^<}^, 

el, en intégrant par rapport à ^ entre o et 2;:, puis remplaçant 

r par sa valeur (i), il vient 

3 

— '2 7rK(cos6 )2û?cos6. 

Si Ton intègre maintenant par rapport à 0, entre les limiles o 
et - , on trouve, pour l'attraction résultante, 

F=|^K=:|Tr«î/5. 

D 1 
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Pour rattraction de la sphère dont le rayon est a sur un 
point de sa surface, on aurait 



d'où 



F,= -^ttû; 



jT = 5 V^5 =1,026. 



Il suit de là que la sphère, sous un volume donné, exerce 
sensiblement la plus grande attraction possible. 



§ II. — Courbes funiculaires. 



46. Soient 



Vds la force qui sollicite un élément [rf^ d*un fil dont les coor- 
données soti\x,r,z; 
X, Y, Z les composantes de P parallèles à Ox, Oj, Oz; 
T la tension au point (^, j, z); 

p = — le rayon de courbure; 

dx f. dr dz . . , , 

cosa=:-T-> cosp==:-^ï C0S7 = -y- Ics cosinus des angles 

que forment la tangente avec 0^, Oj, Oz; 

^ rfcosa rfcosS dcosy , 
cos/= 9 cosa= -9 cosv= '- les cosmus 

£ ' £ £ 

semblables relatifs à la normale principale. 
On a les formules connues 

as- 

Si Ton ajoute ces équations, multipliées respectivement par 
cosa, cos(3, cosy, on trouve 

//T 

(2) -t: -f- Xcosa4- Ycos3 -hZcosY = o 

Cv-cv 
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OU 

en désignant par P^ la composante tangentielle de P, équation 
à laquelle on est immédiatement conduit par une considéra- 
tion géométrique (t. I). 
L'équation (2) peut se mettre sous la forme 

(3) dT-hXdj:-hYdr-i-Zdz=^o, 

et Ton obtiendra immédiatement T en fonction de x, y, z, 
si P dérive d'un potentiel. 
On déduit des équations (i) 



£ cU t ds 

H *■ = ^ H- X COS A -h Y C08 Lt -h z C08 V = O 

£ ds 

ou, en développant et désignant par P^ la composante de P 
suivant la normale principale, 

— -7- fi?(cos'a-i- cos*8 -f- cos'y) 
T 



zds 

et enfin 

T 

(4) --hP«=o, 

équation à laquelle on arrive aussi immédiatement par une 
considération géométrique (t. I). 
On déduit des deux premières équations (i) 

as as ^. „ 

X — 5 y — j h Y.r — Xr = o. 

ds ^ ds '^ 

En développant Tensemble des deux premiers termes de 
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cette équation, on trouve 

ds\fd.'! ^dsj^^y'ds* ^ ds^l 

_ dT I df dx\ i- d ( ^y dx\ 

= 'dû\''df~^'3û)^^di\ftf~^T^) 

d „/ dy dx\ 

-ds^{fi-^d,y 

Il vient donc 

-î- Yx — Xj = o, 



(5) 




Zjr — Y2 =- o, 



a; -,- ) -f- Xz — Zx = o. 



ds ) 



Si, par exemple, \x — X^ est nul ou est une fonction de s, 
la première de ces équations donnera une intégrale première 
des équations (i) et, si l'équation (3) peut s'intégrer, on n'aura 
plus qu'à considérer l'une des équations (i). 

Mais, dans un certain nombre de problèmes, comme nous 
allons le faire voir, il est plus simple de traiter directement la 
question que d'avoir recours aux équations (i) ou à celles qui 
en dérivent. 

47. Cas où les forces élémentaires sont parallèles à une 
même direction. — La force P ds étant comprise dans le plan 
de deux tensions consécutives, c'est-à-dire dans le plan oscu- 
lateur, la oourbe est plane. 

Nous prendrons son plan pour celui des xy^ en dirigeant Oj 
en sens inverse de la direction de P. 

La courbe aura évidemment un point minimum mo par 
lequel on fera passer j. 

Soient 

Omo = Xo'y 

To, T les tensions en m^ et en un point quelconque m dont 
les coordonnées sont x et xi 
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OL Tînclinaison de la langenle en m sur 0^; 
s Tare m^m, 

£n projetant les forces qui sollicitent Tare mum sur Ooret 
sur la normale en niy on a 

(6) Tcosa = To, 

(6') To8ina = cosa Ç Pdf, 

d'où 

(7) tanga = :i- / ?ds, 



(7') ?ds = T 



?dx=zT 



'0 

da 

° cos* a 

doL 



(8) 



cosa^ 



P r/j = To 



008* a 

Nous avons maintenant deux cas à examiner : 

i« P ne dépend que de y. — La seconde des équations (8) 
donne par Tintégration 

I = , V- r p dr, 



et, en posant 



M 



y 






on a 



d'où 



tanga = i/M* — r= -j- » 

a.r 

et la solution du problème sera donnée par une double qua- 
drature. 

1^ P ne dépend que dex. - La première des équations (8) 
donne par l'intégration 

jina J- / 



ï-hsina J-./ prfr. 



cosa 
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d'où, en représenlanl par N le second membre de celle éga- 

lilé, 

N«— I dr 

et enfin 

X 



'-^'^\i ^'^- 



48. Fil sollicité par des forces verticales proportionneùes 
aux projections horizontales des arcs élémentaires. — Sup- 
posons que Ox soil horizontal et qu'on place l'origine en m^; 
en désignant par p une constante, nous ferons Fds = pdx 
dans l'équation (7) qui devient 



d'où 



tang 


a — 


px 

lo 


dx 




X = 


px^ 





équation d'une parabole dont l'axe est vertical. 

49. De la chaînette. — On sail que cette courbe est la forme 
qu'affecte un fil pesant. Soit p le poids de l'unité de longueur 
du fil. L'équation (7), en y faisant P — /? et posant 



devient 




(«) 


S ^ atanga; 


on déduit de là 




(b) 


ds = — r-diy 



et, pour le rayon de courbure, 

^ ~ doL ~ cos'a 

Nous avons maintenant 

, j . sina , 

dy = o^sina = a — r- d%, 

cos' a 
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d'où, en prenant /WoO = a, 



Il vient ensuite 



cosa 



(ix = ds cosa = a — > 

cosa 



d*où 



(d) 07 = alogf tanga -i 

^ ^ o^ D cosa, 



a 



et 

{e) ta„ga=^ = __ 

On déduit de là, pour l'équation de la chatnette, 

(/) y^^^e^-^e'"). 

Gonime cette équation ne renferme qu'un seul paramètre a, 
on voit que toutes les chaînettes sont semblables. 
Des équations («) et {e) on déduit 

Soit ^ l'aire comprise entre O^r, O/Wq et une ordonnée quel- 
conque; on a, en ayant égard à la valeur (c) de y^ 



(/O 



oAo = / rdx = a 1 — '— =a 1 ds = as. 

Jo Jo cosa J^ 



Nous renverrons au Chapitre VI du Tome I pour l'énoncé des 
propriétés géométriques de la chaînette résultant de l'interpré- 
tation des formules (c), {b)ei{h), ainsi que pour l'élude de la 
tractrice et de la forme d'une voile de navire. 
Soient 

Xi l'ordonnée du centre de gravité de l'aire déterminée par 

deux ordonnées symétriques par rapport à Oy; 
s l'arc intercepté; 
j2 l'ordonnée de son centre de gravité. 
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On a, en se rappelant que dx = et ayant égard aux 

valeurs (c), (è) et (A), 

d% 






Q - .^« cos^a 



sy^ = 1 I j ds = la?' 1 



9 



Q 008^ a 



d'où 






et une nouvelle propriété qu'il est facile de traduire en lan- 
gage ordinaire. 

Nous allons maintenant déterminer les éléments d'une 
chaînette lorsque l'on se donne les positions m^yin^ des deux 
points d'attache^ le premier étant censé plus élevé que 
l'autre, ainsi que la longueur / de la chaînette entre ces deux 
points. 

Soient 

/II, rti les projections de /Wi, m^ sur l'axe Ox dont la po- 
sition est inconnue comme celle de 0; 
h, k les distances verticale et horizontale de /Wi,/W2; 

Nous avons 

Désignons par/' la longueur qu'aurait l'arc de chaînette si/W2 
était le sommet, longueur qu'il est inutile de calculer, comme 
on le verra ci-après. 

Si / < Z' , l'origine se trouvera en dehors de 1 a distance W2 /i i , 
au delà de /i2 et en posant Xi = 0/ii, X2= 0/i2, on aura 

Xj = Xl A, 

puis 
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Si /> /', le point se trouvera entre /ii et /i2, et Ton aura 
puis 

'2 ^ ' 

équations identiques aux précédentes, lesquelles feront par 
suite connaître «Ti et a. 

Selon que Ton obtiendra œ^^k, le point se trouvera en de- 
hors de la droite n^ Wo, du côté de «2, ou entre les deux points 

En substituant 



^X 



aux inconnues x^ et a, les équations (/) deviennent 

(A) ^ , 

f (tt»-ha)(a-i)=-^; 
« 

d'où par division 

En portant cette valeur dans la première des équations (/r), 
on trouve 

l^h l—h 

m' t 7 I — U. 

l-\- Il a 

Mais de la seconde des équations (y), en ayant égard à la 
valeur (/), on tire 

{m) _ = _iog,= -log«.^-^, 

et Ton a par suite, pour déterminer m, 






«<* '-. '-, — 1 = , u l0g«2 T 
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Les équations (/), (m) feront ensuite connaître a et a. On 
aura enfin 

.r, = a logM, ^1=5 (" -^ ^) ' 

ce qui déterminera la position du sommet de la courbe. 

50. Forme d'équilibre d'un fil dont les éléments sont sol- 
licités par des forces proportionnelles à une fonction de la 
distance à un axe fixe, normales à cet a^e, — Soient 

Oz l'axe; 

rla distance d'un point m de la courbe à cet axe; 
Q Fangle formé par le plan zOm avec le plan zOx\ 
f(r) la force extérieure considérée comme positive si elle est 
dirigée de Oz vers m. 

En désignant par A une constante, Téqualion (3) du n° 46 
nous donne 

{a) T =.-/(/•) -i- A. 

Le second terme de la première des équations (5) du même 
numéro étant nul, nous avons, en représentant par B une autre 
constante, 

ou 

as 

En élevant au carré et remarquant que 

^y2 = dr^-hr^d^^-i-dz^, 



on trouve 

dz^\ 
dry 



ib) ,.2^jT2/.2-B2]=B*/^[-i-^ ^• 



La troisième des équations (i) du n**46 nous donne, en dé- 
signant par C une troisième constante. 
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d'où, en élevant au carré et en remplaçant ds^ par son expres- 
sion, 



(c) 



dr^ ~ 'P — C* V dr^'^^J' 



En portant celle valeur dans Téquation (6), on trouve. 

d^ --= -— , 

d'où, par rélimination de T au moyen de Téquation (a), 
(A) d^= ^^'' 



L'équation (c) donne, par suite, 
(B) dz= ^'•^'' 



La solution du problème se ramène ainsi à deux quadratures. 

L'intégration des équations (A) et (B) introduira deux nou- 
velles constantes M et N. Nous avons donc à déterminer les 
cinq constantes A, B, C, M, N. 

Nous affecterons respectivement des indices i et 2 les coor- 
données r, 9y z des extrémités du fil, qui, comme la longueur / 
de ce fil, sont des données de la question. En exprimant que 

6 r= 61, 2 = 3i pour r = Ti, 
6 — 65, z ~ 3j pour r = rj. 






nous aurons les cinq équations qui permettront de déterminer 
les constantes. 

Si les extrémités du fil se trouvent dans le plan zOx, la 
courbe sera comprise dans ce plan et B sera nul. On aura ainsi, 
pour l'équation différentielle de la courbe, 

(B') dz=.—=^^^=^. 

Dans le cas où les deux extrémités du fil se trouvent dans le 
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plan xOxj on a C ^^ o et 

(A') d^= ^'^'^ 



pour réquation différentielle de la courbe. 

Supposons que les plans zOa^, zOy tournent uniformé- 
ment autour de Oz en entraînant le fil avec eux. Si nous dé- 
signons par iL^ la moitié du carré de la vitesse angulaire, nous 
avons, pour le potentiel de la force centrifuge, 

f{r) = ^^r\ 

et, en posant r^ = m, les équations (A) et (B) deviennent 

(A.) .^0=. — -=Ji===, 

± 111 AUA — [Jl*m)î— G2] — Bî 



et leurs intégrales dépendent des fonctions elliptiques. 

51. Fil d^ égale résistance. — On désigne ainsi un fil dont 
la section w varie avec s^ de telle manière que la tension rap- 
portée à la section soit une constante donnée /r. On a donc à 
déterminer la fonction de s qui représente w et la forme de 
Taxe du fil. 

Soient x> ^î» S les composantes suivant 0.r, Oj, Oz de la 
force extérieure qui agit sur Tunité de section. Nous devrons 
supposer, dans les formules établies au n" W, 

mais nous nous bornerons à considérer le cas où la force ex- 
térieure est parallèle à Taxe Oj, en la supposant dirigée en 
sens inverse de la partie positive de cet axe. 

Nous ferons ainsi P=:«y3, To = /rwo dans les formules (6) 
et (7) du n® 47, en désignant par «0 la section au point le plus 
bas /?2o* Noufi aurons ainsi 
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d'où, par réiimination de a, 



I r* 



» 

et successivement 



r/w I , 

z=^ = jT^ds, 



^/tU* — OJ^j 



î A- 



^S-v/3-')=-J.P'*- 



Si nous posons 

(3) 

nous aurons 

(4) 



Q = e 'Jo 



0)o ~ 2Q ' 



d'où, en vertu de la relation (i), 

dr 9.Q 



(5) 



ds 0*-+- I 



pour réquation différentielle de l'axe du fil. 

Comme premier exemple, considérons le cas de la pesan- 
teur et désignons par p le poids spécifique du fi! ; le poids de 
l'élément ojds étant pcùds, nous devons supposer r, =p, et 

nous aurons, en posant 4- = --•» 

= 6"-, 

(6) - ^i(^^r-), 



fl^r = 



2 ^/.v Si c" r/y 






(7) j: =p 2a( arc tange*' 7)» 
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puis 



^=/v '~ë*''^=^» 




ou 

(8) 

en prenant 



( - --\ 



^o = alog2, 



el le problème se trouve résolu. 
Supposons maintenant que-nds soit de la forme/? dx, p étant 

une constante; en posant -^ = -i nous aurons 

x 



el 





(Jt> 

(Jt>0 






dx 
ds ~ 


1 




X _£' 




s = 


f(^ -"«), 




dr 

dx 






2 £ __£ 






X X 


J 


j.+ -log ^ , 



et tous les éléments de la question sont déterminés. 

52. Du moui^ement d'un fil. — Nous conserverons les no- 
talions du n** 46, à cette exception près que nous représen- 

VII. II 
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lerons parePrf^, au lieu de PJ.9, la force extérieure qui agit 
sur ds, en désignant par s la masse de l'unité de longueur 
du fil. 

La coordonnée x sera fonction de t et de s^ et, comme s 
reste invariable, les composantes suivant Ox de la vitesse et 

de l'accélération de ds seront respectivement -tt? -ti^ • Nous 

aurons donc, pour les équations cherchées, 









d^ "\ df^ 1 

' -h £( Z — - 



ds \ dt^ 



)-"■ 



Ces équations, dans toute leur généralité, sont trop compli- 
quées pour qu'on puisse en tirer parti. Aussi nous bornons- 
nous à considérer le cas où le fil est compris dans un plan 

xOx- 
Soient 

V. u les composantes de la vitesse ds^ \ 

,„,,,.,,/ suivant la tangente et le 
cp*, ^ » de 1 accélération de a.y, } 

( rayon de courbure. 
^, W » de P, / 

Nous pouvons prendre, pour les équations du mouvement, 

ôs 

d'où, par l'élimination de ï, 

^ ^ ' ds^ ^ ' ^ dy* as às^ ^ ' 

Nous avons 

-J- = ç>cosa — ^sina, 



-7- = PSina -F Mcosa, 
àt * 
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d(ifCOSct. — z/sina) (^((^sina-f- «cosa") . dv doc 

o= 3- ^cosan -sina=Tr u — 7 

de ât ât dt 

, «^(pcosa — M sina) . (^fcsina-f-Mcosa) du da 

^ dt dt dt dt 

ei réquation précédente devient 

/„, du doi\ d^(x. I ^ dv daL\ drC^ 

à^ d /... du dfx\ 

ds ds \ dt dt j 

En difTérentianl les équations {a) par rapport à s^ on 
obtient 

t^cosa dv . di du , doL 

— T — = ^ cosa — ^singt t r- sina — u cosa-^-» 

dt ds ds ds ds 

d sin d dv . d% du . da 

— r — = -— sma -4- pcosa ^j — h -7- cosa — usina, -r- • 
dt ds ds ds ds 

En ajoutant ces équations respectivement multipliées par 
cosa, sina, puis par — sina, cosa, on trouve 

dv da 

(1) -r U— =0, 

ds ds 

du da da 

ds ds dt 

Les équations (i), (2), (3) entre les inconnues m, u, a et 
les variables ^ et ^ seront celles du mouvement. Nous y étions 
parvenu, au Tome I, pages Bsi et suiv., par des considérations 
géométriques, mais qui sont plus difficiles à suivre que l'ana- 
lyse précédente. Nous renverrons à ce Volume pour les ap- 
plications des équations ci-dessus. 



§ III. — Questions dw erses, 

53. Centre de grai^ité d'un tronc de prisme droit trian- 
gulaire^ — Nous prendrons respectivement pour plan horizon- 
tal et pour plan vertical de projection {Ji^. i3) le plan de la 
base ABC et celui d'une face latérale Cc'b'W, 



i64 
Soient 



HUITIÈMJB PARTIE. — CHAPITRE V. 



(ABC, a' b'c') la troncature; 

(0, 0'), (0, o') les centres de gravité de Taire B de la base et 

de celle de la troncature; 
/j — A'a', ^' = B'^', h"=C'c' les longueurs des trois arêtes; 
h 4- h' -f- h" 



U = 



la distance O'o'. 



Décomposons le volume en trois tétraèdres par deux plans 



Fîg. la. 




Tun mené par les sommets (C, C), (A, a'), (B, B'); l'autre 
par les sommets (A, a'), (B, B'), (C, c'). Pour simplifier, nous 
désignerons les tétraèdres par leurs sommets et leurs bases 
en projection verticale, placés entre parenthèses. 

Soient Xy a/, x" les distances des sommets A, B, C à une 
droite quelconque OP menée par le point dans le plan ABC; 
Xi la distance semblable de la projection horizontale g* du 
centre de gravité cherché G. 

Nous avons 



(«) 



JC -\- jc' -h x" =■ o 
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el, pour les moments par rapport au plan (OP, Oo') des vo- 
lumes, 

K.A'B'C) ^ ax + x'+x- ^ 

6 4 

{a.Bbc) -Y 7 ' 

(«,C Bc)... -^ ^ , 

d*OLi, en faisant la somme^ qui doit être égale à BH^i, el ayant 
égard à la relation (a), 

H Xi = • 

I'2 

Soient fx le centre de gravité des longueurs A, //', //^, consi- 
dérées comme masses concentrées en A, B, C, et dont nous 
déterminerons plus loin la position; x sa distance à la droite 
OP ; nous avons 

d'où 

y 

4 

On voit ainsi que g se trouve sur Oa et au quart de la dis- 
lance de à fx. 

La hauteur z^ du centre de gravité (G, g) au-dessus de 
ABC sera donnée par 

„„ B/i h BA' h -H h' -h h' B/i" h + h' 
"•^^'^ T 4^1 4 "^ "3" ~T~' 

d'Où 

At + /,'« + A'î+ hh'+ hh'-\-h'h' 

''= ïïïi 

~ 24 H 



8-H!.-^ 



Soient 



/i = H-f-C, /i'=H-t-C, /i'=H-t-î^ 
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t 

il vient, en remarquant que Ç -f- Ç' + Ç"= o, 

d'où il suit que le centre de gravité du tronc est plus élevé 
que celui du prisme qui aurait O'o' pour hauteur. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer la posi- 
tion du point fx. 

Soient {Jig- i3) 

Fig. i3. 




a z 



Az', Az" les portions de la parallèle à CB menée en A, 

situées du côté de B et C ; 
A a, B(3 deux longueurs proportionnelles à h' y h portées sur 

Az^ et BC à partir de A et de B ; 
1 l'intersection de a(3 avec AB et qui sera le centre de gravité 

de h, h'. 

Soient, de même, 

A a', Cy des longueurs proportionnelles à A", h portées de A 

vers z" et de C vers B", 
J l'intersection de AC avec a' y ou le centre de gravité de // 

et /i\ 

Il est évident que le point /x sera l'intersection des droites BJ 
et CI. 

54^. Théorème de Sluse. — Soient {fig, i4) 

un cercle décrit sur le diamètre OA = a\ 
71, p les intersections d'un rayon vecteur partant de 0, incliné 
de l'angle sur OA, avec le cercle et avec sa tangente en A; 
Om = np porté sur On; 
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n', p'y m! les positions que prennent n, /?, m quand ô aug- 
mente derfô; 

^ cos6 



r ~ 0/n = Op — On = 



a 



cos6 



^zcos6 



asin'6 
cos6 



On sait que le lieu de m est une cissoïde qui a Ap pour asym- 
ptote. 

Fîg. 14. 




Le moment de Taire pmm'p' par rapport à kp est 

c?6 ^^ — — ^ = — (i -h sin*0 — 2 sin*6) c?0. 

2 3 2 3 o 

Le moment semblable relatif à Taire nOn' a aussi pour 
valeur 



On ,. «-4- 2(a — 0// cos6) a^ . ... . ... ,. 

2 3 6 

Ces deux mo ments étant égaux, il résulte d'un théorème 
de Guldin que ie volume du tore engendré par le cercle 
tournant autour de l'asymptote est égal au volume engen- 
dré de la même manière par la cissoïde. 

Remarque, — L'aire, limitée par les deux branches de la 
courbe et l'asymptote, est 



7C 



f {r'i—r^)d^=a^ f 



I — sin*ô -û 371^* 
au = 



cos'6 



4 
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c'est-à-dire que celle aire est égale au triple de celle du 
cercle. 

55. Théorème de Pappus. — Soient 

A A' A". . . un polygone fermé plan ou gauche; 

m la masse de points matériels identiques partant simullané- 

ment des sommets avec les vitesses de même sens /ra, ka' 

proportionnelles aux côtés A A' = a, A' A*'= a', . . . ; 
(^o,Jo, ^o), (^'o>To>^o)> ••• ^®s coordonnées rectangulaires 

des sommets ; 
XkjXk, 2{ les coordonnées du centre de gravité des masses m 

au bout du temps t. 

On a 

.riS/w = 2m[xo-+-/cac08(<2, Jo),t] = 2m.ro -H /n?S<2 cos(<2, x). 

Mais, puisque le polygone est fermé, la cos(a, a;) = o ; on 
a par suite 

mliXo 
Xi = — = = const. 

et, de même, 

Yi = const., zi = const. 

Le centre de gravité des masses m reste donc fixe. 

56. Sur le moment d'inertie d'un volume de révolution 
par rapport à son axe, — Soient rfoj un élément de l'aire £2 
de la section méridienne; rsa distance à l'axe Oz. 

Le moment d'inertie de la couronne engendrée par don étant 
2'Krd(ù,r^, on a, pour le volume total, 

(i) l = 2TZ I r^ dui = 111 1 r^dr dz. 

Soient R=/(z), Ro=/o(z) les limites extérieure et inté- 
rieure de r, on a 

l=lf(^''-^t)dz=lJ[f{zy-Mzy]dz. 

Si Taire génératrice coupait Oz, cette formule donnerait 
la différence des moments d'inertie des volumes déterminés 
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par les deux portions de cette aire, ou le moment d'inertie de 
la croûte solide engendrée par la différence des aires de ces 
parties. 

Lorsque le profil est extérieur à Oz, il peut être avantageux 
d'employer une formule spéciale que nous allons faire con- 
naître. 

Soient 

/f n= GI la distance à Oz du centre de gravité G de 12 ; 

Gx le prolongement de IG, Gj la parallèle à O^r menée en G; 

X la distance de rfw à G j. 

On a 
et, en remarquant que fxdca = o, la formule (i) devient 

(2) 1= 7.TZ (k^Q-\-:ik jx^dui-i- jx^diù\, 

expression dont la première intégrale est le moment d'inertie 
de £2 par rapport à 0/. 

Si Oy est un axe de symétrie de 12, la seconde intégrale est 
nulle. 

57. Du frottement dans la vis à filet triangulaire. — 
Nous supposerons que Taxe Oz de la vis est vertical et que 
pour l'observateur couché suivant cet axe en ayant les pieds 
en bas, l'hélice directrice s'élève en allant de la droite vers la 
gauche. 

Soient {fig» i5) 

To le rayon du noyau ; 

Iq Tinclinaison de l'hélice sur la section droite; 
Zo = To tangzo^ l'ordonnée du point /Wo de cette hélice; 
d Tinclinaison du profil du filet sur les génératrices; 
m un point quelconque (r, 0,z) du profil passant par m©; 
mri la perpendiculaire au plan méridien dez/i, dans le sens de 
droite à gauche. 

On a 

r — To = (3 — zq) tango = (z — Oa-q tang/o) tang 8 
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OU 

<i) — r — 6ro tangi'otango -h z tango -Hro 

Si /wN est la normale en m ei si Ton pose 

<2) tangX = tang/o sinS, 



= o. 



on a 



(3) 



j /r* -H rj tang* X 



C08(N, ::) - 



r sin 



v//'2 -^ /-J tangî X 
Soient 
7A?„ un point infiniment voisin de /w© ^e l'hélice directrice 




8 





-•n 



7/î' le point du profil, passant par /t?^, situé à la même distance 

r de Oz que /w; 
./wï la direction de mm'. 
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Les projecUons de mm! sur yj et Oz, m étant respecti- 

dz 
vemenl r dO. -tk dO — Po lang/o dSy on a 

ou 



cos ( T, 7) ) z= ^;,2 _|_ pi tangî io 

cos(T,z).. — ^?i^=:^. 
v/r2 4-r§tang'^fo 

Soient mi, m\ les points de m^m, m'^m' situés à la dis 
lance r-f- dr de Oz\d(ù Télément superficiel mm' in\m\. 
On a 

diû cos(N, z) = rdb dr^ d'où ^u>, 



/ «^ /T \ /'otang^o, /r«-f-r§ tang^X 
f/u>cos(T, 2) = — -T-f- 1/ -r-^ — ,-; — ^^-^drdb, 

sin 5 V r* -h rj tang* ^o 

^^^ \ ^ /xT X ''* . /r2 -H r2 iang2 X , ,. 

' — r c?a) C0S(N, r^ ) == ^-^ i/ -5 5-;^ — V^ ^^^^ d^, 

^ ' ' ^ sin ô V r^-h ri tang^ ^o 

— r fl?o> cos(T, T. ) — ^ . ^' dr d^ = /Tq tanff /o dr d^). 

sino 

Supposons maintenant que la vis soit sollicitée suivant son 
axe par un poids Q; soit DXL le moment du couple horizontal 
qu'il faut appliquer à la tête pour que le glissement de haut 
en bas soit sur le point d'avoir lieu ou, s'il a lieu, que le mo- 
ment soit uniforme. Le sens positif de DXL sera de la droite 
vers la gauche. Désignons par/? la réaction normale par unité 
de surface de Técrou sur le filet. Les réactions pdo), fpda) 
faisant équilibre à Q et Dlb, Q sera égal à l'intégrale de la 
somme des deux premières équations (5) multipliées respec- 
tivement par/?, ^; OR/ sera aussi la somme des deux autres 
multipliées de la même manière. Les intégrations par rapport 
à à partir de o s'effectuent immédiatement, et, si r^ est le 
rayon extérieur du filet, on trouve 



(6) 



L 2 sino J^,^ y r2-^r§tangio J 

L 2 ° smoJ y r^-i-rUdinsiQ J 
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d'où le rapport ^ri qui est indépendant de p ei 9; p se dé- 
duira de Q et sera d'autant plus petit que 9 sera plus grand; 
c'est pourquoi pour les fortes charges, et pour ne pas s'ex- 
poser à briser la matière, on doit donner beaucoup de tours à 
la vis. D'ailleurs/? est donné a priori {6^^ par millimètre carré 
pour le fer, ^^s pour la fonte), d'où 9 est le nombre de spires. 

L'intégration ne peut s'effectuer que si X = 4 ou d ^ 90°, 
cas de la vis à filet rectangulaire, sur lequel on reviendra. 
Mais on peut procéder par approximation. 

Soient 

R= — le rayon moyen du filet; 

2 Re =r r« — To sa largeur ; 
^Rg =:r — ro; 

d'où 

/•o=R(i — 6'), ri = R(i-f-e), /• = R(i -h2S — e). 

Les limites de g substitué à r sont o, e; mais, comme e 
atteint au plus 2V, on peut en négliger le carré, par suite 
celui de e. 

On a ainsi 

/ /•» -f- r* tang' X _ cos/p Ti — (2e — e — etang«/o)cos'iol 
V /•' -H /•* lang* /q ~ cosX [ -i-(2£ — (? — e tang' X ) cos* X J' 



*>, y '•* -t- '•« tang' to cosX ' 

/V5 



d'où 



(7) 



-hrjtang^^o ~ cosX ' 



/ x^ • fcosio 

^ (1 — e)tangio ^ T 

CfïL _^ ^ ^ smo cosX 

QR "" /., . sini'o 



sin8 cosX 
Cas de la vis à filet rectangulaire, — On a 3 = 90% X = /'oi 
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et les équations (6) donnent 

f 

U ~ K-+-/ro tang^o 

OU, en négligeant e^, 

/m __ (i — g) tang/o-— / 
QR "~ I +/(i — e)tangïo* 

Dans la discussion de cette équation, nous négligerons en- 
core Cy comme on le fait d'habitude, et, en désignant par a 
Tangle de frottement, elle se réduit à 

(8) ÔR =tang(/o-a). 

On voit que Oïl' est positif si /o>a> ^^ul pour 4= a, et 
alors Q fait équilibre au frottement, négatif si /o<la, c'est- 
à-dire qu'il faudra agir sur la vis pour la faire descendre. 

Dans le cas où 0, au lieu d'être un poids, est une résis- 
tance verticale, il faudra changer le signe des/?rfû), puisque 
c'est la partie supérieure du filet de l'écrou qui réagit sur la 
vis; les fpd(ù conserveront leurs signes. On n'a donc qu'à 
changer les signes de Q et de io dans l'équation (8) ; mais nous 
ne nous arrêterons pas à cette nouvelle discussion. 

58. De la vrille. — On désigne sous ce nom un outil formé 
d'une tige cylindrique terminée par une sorte de vis conique 
et qui sert à percer des trous dans le bois. 

1° Sur quelques formules relatives aux conoïdes droits, 
— Soient 

Oz (j^g*. i6 et 17) la directrice rectiligne; 
xQy le plan directeur; 

r = ml, 9, z les coordonnées cylindriques d'un point m de la 
surface conoïde; 

(I) ^=/(e), r = F(e) 

les équations de la directrice curviligne, dont la première 
est celle de la surface; 
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nis un point infiniment voisin de //i, situé sur le cylindre de 

rayon r, défini d'ailleurs par Q -h rW, z -^dz; 
niT la direction mm\ ; 

Kig. i6. 

T 




•/wN la normale à la surface en m\ 

mn la perpendiculaire en //î à r dans le plan parallèle à xOy^ 
menée dans le sens de l'accroissement de 0; 

Fi{j. 17. 




d'^ l'élément de la surface limité par les cylindres de rayons r, 
r -4- rfr, et les plans méridiens définis par ^ et ^ h- rf^; 

ro<ri les rayons suivant I/tî, fonctions données de 6, des 
deux courbes tracées sur la surface qui limitent, dans un 
sens, une portion de son aire. 
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On a 

cos(N, s)= — = = co8(T,Tf)), 

COS(N, — 7j) = — COS(N, Y)) = =r = cos(T, 3), 

I é{2 

rfo) cos(N, —ri) = rd^dr- /'( 0) = dr -7-^d^ — dr dz — dbi COS(T, 3) 



et enfin 



(•>^) 



/ f/a)COS(N, 3) = -('•î — ''o)^ 
/ rfa)COS(T, 3) = {r\— rQ)dz^ 



/ /•â?a>cos(N, — 7)) = ^C/*!-— /"o)^^» 
— / rc^a) cos(T, T^) — — irC^Î — /'J )^^- 

-x® Supposons que la directrice curviligne soit une limite de la 
surface conoïde, qu'elle soil tracée sur un cône dont Taxe 
estOz et Fangle delà section méridienne 2/0, et qu'elle coupe 
les génératrices du cône sous l'angle constant /o. 

On a 

_ 3 

r^— z tangYo, O^o = > 

7*0 rf6 = — ^ tang/o, 
cosYo 



d'où 

(«) 
et 



3 tang {q 
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en désignant par A la valeur de z pour = o, el posant 

(c) i = .?iBii. 

^^ tangi'o' 

Supposons qu'on limite d'autre part la surface à un cône dont 
l'ouverture est 27,. On a 

/•o = 2 tang Yo, r, = 2 tang Yi . 
En vertu de la formule (a) ou de 

Xz 

on peut substituer, dans les formules (2), z à la variable 9; et, 
en désignant par z' < z" les limites de z correspondant à celles 
0\ ô" de 6 pour une portion déterminée de l'aire du conoïde, 
il vient 

f. <*/ ^co8(N,z)=^(tang»Y.-tang«Yo)(3''-z"), 

fd^f^ cos(T, z) = i (tangY, - tangY„)(z'*- z'^), 

y^eyV ^ cos(N, -r^ = l (tang« Yi - tang^ yoX^"^- ^''). 

■^/"^lA S ^^^^^' "^^ " "" à (tang'ïi - tang3 Yo)(3''3-2'3). 



3" De Véquilibre de la vrille, — Nous donnerons au filet la 
forme de la surface ci-dessus. 
Soient 

Q un effort longitudinal exercé suivant z sur la vrille; 

011/ le moment par rapport à Oz du couple normal à l'axe, agis- 
sant sur la tête de l'outil, qui doit s'opposer strictement au 
glissement; 

p la réaction normale de la matière pénétrée, censée répartie 
uniformément sur la surface du filet; 
le coefficient de frottement correspondant. 

Il est évident que Q est la somme des deux premières des 
expressions (3) respectivement multipliées par^ et^; que 
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DXi est, de même, la somme des deux autres multipliées de la 
même manière; on obtient ainsi, après avoir supprimé un 
facteur commun, 

i 

DTL _ 2 3XtangYi4-tangYo)— a/(tang»Yt-4-tangYitangYo-t-tang«Yo) 
Q ""9 tangYi-+-tangYo-H2X/ 



z"z'-hz'^ 



z' 



Pour que la vrille ne puisse pas s'enfoncer sous la charge Q, 
sans faire intervenir un effort extérieur rotatif, il faut que 
01l/<o ou que 

/^x /•>— tangYi-+-tangYo 

-^2 tang«Yi-+-tangYitangYo-+-tang«Yo* 

Ces considérations sont applicables au pieu à vis. Le sys- 
tème de pieux qui nous paraît avoir été le mieux étudié est 
celui qui a été construit en i865, pour PHindoustan, dans les 
ateliers de M. Gouin. Dans ce type on a 

langYi = 0,682, tangYo = o,26] 

et 

z" 

d'où 

X = 0,141. 

L'inégalité (4) devient par suite 

/> 0,28. 

Pour le fer sur sable,/ doit être supérieur à 0,4 ; il paraît en 
être de même pour le fer sur l'argile, car Morin a trouvé 
/= 0,42 pour le fer glissant sur le muschelkalk. Cette estima- 
lion suffît pour expliquer les excellents résultats auxquels a 
conduit l'emploi du pieu Mitchell. 

D'après la relation (6) on a, pour le type Gouin, 

^0= 60° 49'. 
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CHAPITRE VI. 



MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE. 



§ I. — Ze corps n'est sollicité par aucune force extérieure, 

59. Préliminaires, — On sait (Poinsol) que Tellipsoïde 
d'inertie du corps, dont 0^, Oj, Oz sont les directions des 
axes principaux, roule sur un plan fixe (P) perpendiculaire à 
Taxe du moment des quantités de mouvement. 

Il s'agit de déterminer la nature des courbes décrites par le 
point de contact ou pôle de rotation m sur l'ellipsoïde {pol- 
hodie) et sur le plan fixe {herpolhodie), c'est-à-dire d'un 
problème purement géométrique ou, si Ton veut, débarrassé 
de toute considération mécanique. 

Soient a > 6 >> c les trois demi-axes de Tellipsoïde d'iner- 
tie, dirigés respectivement suivant Ox, Oj, Oz; 'n<Cay>c la 
distance 01 du point au plan (P). 

En exprimant que le plus grand des moments d'inertie prin- 
cipaux du corps est plus petit que la somme des deux autres, 
on a successivement 

I ^ ± L 



c^> 



aS-i-A* 



et, par suite. 






(a) ^< «14.^1. 
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Les coordonnées du point de contact m satisfont aux équa- 
tions 

W^ "^ î^ "^ ^ "" '' 

( ^ ~^F "^ c* ~ v' 

60. De la polhodie, — Les ellipsoïdes représentés par les 
équations (A) se coupent suivant deux courbes symétriques 
par rapport au centre 0, ce qui s'explique en remarquant 
qu'il y a deux plans tels que (P) situés à la distance yj de l'ori- 
gine. Mais nous ne considérerons que celle de ces courbes 
qui est réellement décrite par le pôle de rotation. 

Si Ton retranche de la première des équations (A) la se- 
conde multipliée par yj^^ on trouve la suivante 

qui représente le cône du second degré qui est décrit dans le 
corps par Taxe instantané de rotation, cône dont l'une des in- 
tersections avec l'ellipsoïde est la polhodie. 

Des équations (A) on déduit pour celles des projections de 
cette courbe sur les trois plans coordonnés 

(C) -ïr-7'+-7r-^' = -^' 

(C^) 7— or^H -— ^î=J-_^. 

^ ' a* 0* r^ 

Les équations (C), (C') représentent deux ellipses et l'équa- 
tion (C) une hyperbole. Nous avons à examiner |les trois cas 
suivants : 

I® 7î > 6. Les plans parallèles à jOz coupent le cône (B) 
suivant des ellipses homothétiques. Ce cône, considéré comme 
droit, est donc elliptique et a O^r pour axe de symétrie, 

La polhodie est symétrique par rapport aux plans yOXy 
zOx dans chacun desquels elle a un couple de sommets. 
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Le demi petit axe de Tellipse (C"), dirigé suivant Ox, est 



7j y rt«— c« 



et Tautre demi petit axe 






il est facile de s'assurer que le premier est inférieur à a et que 
l'autre est supérieur à b, de sorte que, comme on devait le 
prévoir, la projection de la polhodie sur le plan â?Oj n'est 
qu'un arc de l'ellipse considérée. 

Le demi-axe réel de l'hyperbole (C) coïncide avec Oo:, a 
pour valeur 






-b^ 



b^ 

et est plus petit que le demi-axe correspondant de l'el- 
lipse (e). 

i"" rï < B. On arrive aux mêmes résultats que ci-dessus, à 
cette différence près que Oz devient l'axe du cône elliptique 
et l'axe transverse de l'hyperbole. 

3* yj = 6. Le cône (B) se réduit à deux plans, représentés 
par 



z __,<"*, /rt' — b^ 



qui passent par Oj et qui sont symétriques par rapport à jOz. 
Ces plans établissent la transition entre les cônes ci-dessus, 
dont les axes sont respectivement Ox eiOz. La polhodie est 
alors formée de deux moitiés d'ellipses dont l'axe commun dé- 
terminé par Oj est ib. Les carrés des coordonnées des som- 
mets situés dans le plan zOx s'obtiendront en faisant j = o, 
•n = b dans les équations (C) et (C") et seront 

, a* b^ — c^ . c* a«— />2 

^* «2 — 6'2 Z>* a» — c» 

On a, par suite, pour le second demi-axe des ellipses. 
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Si Tellipsoïde d'inertie est de révolution autour de O2, on a 
a = b, ex les équations (C), (C), (C^) se réduisent aux deux 
suivantes : 

/) y «* — 6^ *^ ïj' «* — c' 

La polhodie est alors une circonférence dont le centre est 
situé sur Taxe Oz, et dont le plan est normal à cet axe; le 
cône décrit dans le corps par l'axe instantané est ainsi de ré- 
volution autour de Taxe précité. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les coordonnées 
du pôle de rotation en fonction de son rayon r = Om. L'équa- 
tion 

(E) a;2_j_jî_,_22= r«, 

jointe aux équations (A), donne 
en posant 



(G) 



a* 
P z ^o 

{c*—a^){c^—b^) ^ ' 



b^ c* 

«2 = ^2 -J- c* r- > O, 

(H) { p2=c« + a«-^>o, 



puisque tq > c. 



Y^ = a*-+- &2 ^ o^ en vertu de rinégalité (a). 



r^' 



On déduit des formules (H) 

a2-32 = (^,;_^î)^,_ J)<o, 

Y* — a2 = («2 — c«) (i -j ^o si -nlb. 
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Ainsi Ton a 

.Q,. ( P>ï>a si ï).>6, 

^^ I P>a>Y si r,<h. 

En se rapportant aux formules (F) et (G), on voit que y^ ne 
sera positif qu'autant que r < (3; que x^, z^ ne seront positifs 
que pour des valeurs de r au moins égales à la plus grande 
des quantités a et y. On a ainsi 

r^Y si r^ > ^, 
r^(x si T) < ^. 

On déduit des formules (H) les relations suivantes : 

r^î — ^2— U >^^_J L = p<o SI T)^6. 

£n posant 
on a 



T.* 



La valeur de la fonction 

(I) T = (r2-a2)(r2— pî)(/-2— Y«) 

sera, d'après ce qui précède, constamment négative pour les 
valeurs admissibles de r. 

En comparant entre elles la somme des équations (F) à 
réquation (E), on obtient les relations suivantes : 

( Ph-Q-+-R = i, 

^ ( Pa24-Qp»-hRY*= o, 

d'où 

(8) P(yî_ aï) H- Q(y2 - p«) = Y». 
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Nous désignerons par ds Tare élémentaire de la polhodie. 
On déduit des équations (F) 

d'où 

P Q R 



d.9^= dx^-i- df^-h dz^= r^dr^ ( H- -r-^ + 

et, en ayant égard à la première des relations (y), 



pi yî 



IJ; a,f - ^ I -f-PpîYî-4-QYîaî-f-Ra»p»]i* 

En raison de la forme de la fonction T, on est conduit à 
chercher à exprimer les coefficients qui entrent dans Texpres- 
sion de ds^ au moyen de n et des constantes a, (3, y substi- 
tuées à a, b, c. 

Si, dans Texpression 

B = P(p2-H yî) H- Q(yi-^a^) -f. R(a2 -r- p»), 

on remplace R par sa valeur déduite de la première des for- 
mules (y) et que Ton ait ensuite égard à la relation (d), on 
trouve 

En substituant, dans l'expression 

C = PpîY2_^_ Q^2aa+ Ra*p2, 

la valeur de R déduite de la première des formules (y), et en- 
suite celle de P tirée de (â), on obtient pour résultat 

l G = Pp2(Y2_a2)-H0a2(Y2-p2)^_a2p2 
1 =0(p2— a2)(p2— Y2)-+-a^p2-i- P^Y^. 

Cherchons à faire disparaître a* et c* dans Texpression 
De la troisième des équations (H) on tire 
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d'où 

on a, de même, 



,. è*--2^'7)'-+- Ti^a* 
r* — h* = • 



Il vient ainsi 



^~ (6*— a627)«-h7)«a»)(6*— 2^2^2-hVY2) 

En éliminant c* entre les deux premières des équations (H), 
on trouve 

^î(^t_ pî)= ûî(tj2_- a2)-H («2— pï)7)*; 

d'où, en ayant égard à la valeur (yj), 

(K) ^ ^ ,.[-.,-. ^--(--^W-^-V ] 

En portant cette valeur dans l'expression ci-dessus de Q, on 
trouve 

^^ vVP « UP T >» 7j4(^2_aï)(ïî2_Yî) 

L'équation (K) donne 

en prenant le signe — ou le signe -+-, selon que in<b. 

Dans le calcul suivant, il ne faudra pas perdre de vue que 
rï2_pî est négatif. 

En remplaçant -n-— b^ par sa valeur déduite de (L), la for- 
mule {B) devient 

et enfin, en remplaçant 6* par sa valeur fournie par (L) et 
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ayant égard à ((3^^), 
Q(p»~a'-)(P*-T*) 

= (r,2-p*)V±2r,/(V-a»)(V-p*)(V-ï*)-+-(r,«-a«)(V-Y2) 

La formule (Ç) devient alors 

En ayant égard à celte valeur et à la valeur (s), la for- 
mule ( J) prend la forme définitive 



ds^ 



(0 



= -Y- '•*- (a*4- p«-+- y2)7.î— 7)2(a2-t- p2-f. Y*) 

-+-27)^- ^ -Haipî4-p2Yî+Y2a2l. 



6J. Équation différentielle de rherpolhodie. •— • Nous 
rapporterons la courbe à Torigine polaire I, pied de la perpen- 
diculaire abaissée du point sur le plan directeur (P). 

Soient p = \m le rayon vecteur du point /w et 9 Tangle qu'il 
forme avec une droite fixe I;^ partant de I tracée dans le 
plan(P). On a 

(P) p»=r2— r^«. 

Avant d'aller plus loin, nous rappellerons que, lorsque Tel- 
lipsoïde d'inertie est de révolution ou que a = ft, on a trouvé 
que la polhodie est un cercle dont Oz est Taxe. Le rayon r 
étant constant et égal à p, il en est de même de p; par suite, 
l'herpolhodie est aussi un cercle. D'où il suit que le mouvement 
du corps est défini par le roulement d'un cône de révolution 
sur un cône fixe également de révolution. 

Revenons aux généralités. Le rayon vecteur p atteint, en 
même temps que r, ses maxima et minima; d'où il suit que 
rherpolhodie est comprise entre deux circonférences aux- 
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quelles elle est tangente , dont Textérieure à pour rayon 

v'(32 — V32 et l'autre 

/y^IT^ si 7) > ^, 

Il résulte du roulement de la polhodie sur rherpolhodie 
que les éléments correspondants de ces courbes sont égaux 
et que l'on a 

ci!lç2= dp^-¥- p'«?o', 

OU, en vertu de la formule (P), 



r^'drl 



ds^ =^ -^-—^^ -¥■ ç^^ d^\ 



ou encore, en se reportant à la valeur (i) et ayant égard à la 
valeur (I), 

Mais, si dans l'expression 



A\2 A2 

7)3 -^ ) =r 7j6 2A-+- 



r^ / r,8 



A2 
on remplace — par sa valeur fournie par ((3'^), on trouve la 



yj6 



somme des termes indépendants de r du second facteur de 
l'expression précédente. 
On a donc 

p. d'f = - (Z:!^ [1 '•' - 1 (v - ,^ ) ] ') 

OU encore 

On devra, dans chaque cas, choisir celui des deux signes 
qui rend rfcp positif. 

Arrêtons-nous un instant au cas singulier de 6 = */î, dans 
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lequel on a a = y ==•/), A == o, et 
en posant 

P0= /p2_r^2. 

L'équation (a) devient 



=t P /po — P* 

En posant p = po sin« et désignant par G une constante, on* 
trouve 

po 

tane- = Ge^ . 
2 

Mais, si Ton fait coïncider I^ avec la direction de po, on a^ 
u = - pour cp = o; par suite, G = i, et alors 

m 

_ 2po 






équation qui représente une courbe symétrique -par rapport à 
1%, qui est formée de deux spirales dont I est un point asym- 
ptotique commun. Selon sa position initiale, le pôle m pas- 
sera ou non par le point maximum de la courbe; quoi qu'il 
en soit, il ne décrira réellement qu'une seule des spirales 
pour arriver au point I, mais au bout d'un temps infini, comme 
on le démontre par d'autres considérations que les précé- 
dentes (*). 

Revenons aux généralités. Nous conviendrons de faire pas- 
ser Taxe Ix par un point minimum; rfp sera positif entre ce 
point et le point maximum suivant, étendue qu'il nous suffira 
de considérer. Nous avons deux cas à étudier. 

1° yî> fc. Ici A est négatif; mais, en exprimant que le mini- 
mum yî(y2— . yjî) de yjp2 ^gi supérieur à ^ ou que 

ou encore 

7}2(y2~ a2)> p2(yj2_a2) 

(') Tome I, n« 109. 
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OU enfin, en vertu des valeurs ((3), (j3"), (H), 

ce qui a lieu. Il faudra donc prendre le signe supérieur du dé- 
nominateur de l'expression (2). 

2® */î <C *• Comme A > o, il faut également prendre le signe 
supérieur du dénominateur. 

On aura donc sans restriction 

(3) rfo=-f^(,p^^^). 

62. Rayon de courbure de Vherpolhodie. — Soient U 
Tangle formé par la tangente avec le rayon vecteur; R le rayon 
de courbure ; nous avons 

(5) tangU =^ = -^ (r^p^-^ -^ 

et, en observant que ds = — ^,» 

^ cosU 

I do -h du I .. .^,d tangU 

5 p, = -^ = -tangUH-cos*U — -r^- 

RcosU dp 9 "P 

= - tangU(i-h tang^U)-!- ^ 



ou 



Si Ton remarque que 

rf(-T)"« _i ^.-1^ 
rfp a dp 

= p(— T)2[(pî-t-m)(p2-+-/z)-H(p2 + ;i)(p2 + /))-4-(p2 + jD)(p*-+-/w)|, 

réquation (5) donne 



<îtangU 
dp 



= — 'S -2'lT-+-(7ip«+-ï) +(p»+ «)(?'+/>) , 
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et l'on a, par suite, 

= ^p^-^4)! r (P'-^'^^^P'-^'^n / AV 

V^^ W/ + pM -H(p2+,2)(pî+/.)U(7jp«-H4) i 

d'où, en développant et ayant égard à la formule ((3''') qui 
donne mnpy puis divisant par p*, 

3 

(— T)* / 2A 
-TÏ5 ^T = — >3P* ( /w H- /^ -4- jD — r^* - 



-f- - I 3 -+• 



'i 



-^ J —'iri{mn -h np -\- pin)\ 



mais on a 



/?2 -f- /i -+-/? = 3 T^* — 2(a*H- ^*-f- C*) + 



Ti^ 



/W/2 



np-\-pm— — (3t,»— «2— /;2— c2), 

par suite, 



3 



p3 Rcos^U ^ ^ ' 

= — Y)2p2[a2^2(c2— 7j2) ^_ c2^2(^2_ ^^2) _ ^,2^2x^2 ] 
-f- A(a2^2_j_^2c2^_c2a2). 



L'expression 



(-T) 



cos' 



r-h-(--.7)'J 



2 



ne peut pas s'annuler, puisqu'on a vu plus haut que l'expres- 
sion yjp* + — reste positive, quelle que soit la valeur admissible 
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de p, et que T est négatif; donc R ne peut être nul et, par 
suite, la courbe n*a pas de points de rebroussement. La même 
expression ne pouvant pas devenir infinie, les points d'in- 
llexion , s'il en existe, seront obtenus en égalant à zéro le 
second membre de Téqualion (6). Nous avons, à ce sujet, 
deux cas à distinguer : 

I" vj > b. Le coefficient de — vj^p^, dans l'équation (6), et A 
étant négatifs, il y a une valeur positive de p^ qui annule le 
second membre de cette équation, et cette valeur est 

^^^ ^ ~ T,«[a«^2(^i*— c*)-|-c2a»(-ri2— ^ï)-h6«c«ï32] 

Mais, en exprimant que cette valeur est inférieure à son 
minimum 

on trouve 



>■-' 



ce qui est la condition que doit remplir l'ellipsoïde d'inertie. 

Donc la valeur ci-dessus de p* n'est pas admissible et l'her- 
polhodie n'a pas de points d'inflexion. 

2° yî < 6. Si 

2 âr* b^ c* 



V^ 



a»Z>»-h6«c«-l- c*a* 



il n'y a pas non plus de points d'inflexion, puisque A>o et 
que le coefficient de —n^p^ dans l'équation (6) est négatif 
ou nul. 

Supposons maintenant que 

la valeur (7), misé sous la forme 

ne peut pas être supérieure au minimum de p^, c'est-à-dire à 
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car, s'il en était autrement, on trouverait 

Donc, en résumé, l'herpolhodie n'a ni points de rebrousse- 
ment ni points d'inflexion. Ce n'est donc point une ligne si- 
nueuse, comme l'indique le nom qui lui a été donné par 
Poinsot. 

63. Mode de génération de Vherpolhodie ( * )• — Soient 

0.27, Oj, Oz les trois axes d'inertie principaux du corps; 

A > B > C les moments d'inertie correspondants; 

/i, /?, q les composantes suivant Ox, Oj, Oz de la rotation 

instantanée &>; 
/?, h les constantes qui représentent la force vive et le moment 

des quantités de mouvement; 
OX, OY, OZ trois axes rectangulaires fixes, dont le dernier est 

l'axe du moment des quantités de mouvement; 
OA la trace du plan mobile .rOj sur le planXOY, faisant avec 

OX, Qx les angles cp et 4» ; 

6) = Z0z; 

OB, OC les perpendiculaires à OA dans les plans ^Oj, XOY. 

On a les équations connues (2) 

\ A//2 -hB/?« -4-G72 =//, 
^'^ I A2/i«-4-B«/?î-hC2g2 = A«, 

<2) Bj^-^(A-C)/i7 = o 

et les inégalités 

(3) A// — A«>o, G/< — A:2<o. 

La quantité /r^— BA peut être positive, nulle ou négative. 
Si l'on pose 

//N , A// - k^ . k^-Qh 

(4) p^^^ïk^ry ^*-B(B-c)' 



(») Dû à M. Pinczon lorsque, en 1887, il était élève de TÉcole Polytech- 
nique. 
(»)Voir le Tome I, n» 107. 
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les équations (i) donnent 

, B(B — C) , , ,, 

î B(A-B) . , ,. 
et l'équation (2) 

on voit ainsi que/?* est compris entre /7o et/??. 
Nous avons aussi les relations connues : 

/ A« = — A: sin6 sin^J', 
B/? = A:sin6 co8<^, 

(7) { cose = ^, 

La rotation instantanée w donne les composantes 

n 0084» H-/? sini}^ suivant OA, 
— /i sini}' -t-7?cos4^ » OB. 

La considération de cette dernière conduit immédiatement à la 
composante 

(— n sini}' -H/? cosi}') cos6 — gr sin6 suivant OC. 

Si Ton désigne par o- Tangle formé avec OA, par la projec- 
tion de w sur XOY, on a, par ce qui précède, 

(— /i sind» H- p cosi») cos6 — ûT sinO 

tanecj = -^^ 1 — ^ — ^-^ — ^ . 

/z cos^^ -H/? sini}^ 

En multipliant les deux termes de la fraction par sin0 et 
ayant égard aux deux premières des équations (7), on trouve 

_ ( A/i^-f- Bjp«) cose — kq{\ — cos«e) 
^"^"^^ /2/?(B — A) 

ou, en remplaçant cos0 par sa valeur (7), 

tang(j= J-- ~- ^. 

A(A — B) np 
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Si maintenant on substitue k n,q leurs valeurs (5), on obtient 



(8) tang.= -^-^/ ^^^__3^^^_ ^^|. 

Soient maintenant 

r le rayon de Tellipsoïde d'inertie déterminé par la direction 

de la rotation instantanée &>; 
yj la hauteur au-dessus du plan XOY du plan sur lequel roule 

cet ellipsoïde ; 
p la projection de r sur XOY ou le rayon vecteur de Therpol- 

hodie. 

On a 

(9) { /- (Poinsot.) 
et 



(lO) p2=/»2_7j2=: 



hk^ hk^ 



En retranchant la seconde des équations (i)de la première, 
multipliée par A + C, on trouve 

n^^q^= ÂG ' 

et, en substituant cette valeur dans la formule (lo), on obtient 

en posant 

( /c«-C/0(A/.-A-^) ^ 
^'^^ ^^" X:2(A-B)(B-G) 

On remarquera que 



(i3) />?-/>! = 



/'Î-T'l^ 



C(A/f — A2)(A:2-~B//) 
A2B(A — B)(B-G) ' 

A(A:2— C/0(^2— B/Q 
it2B(A — B)(B — G)" 



o 



vil. i3 
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En éliminant p^ entre les équations (8) et (i i), on obtien- 
drait l'équation polaire de la polhodie rapportée à Taxe OA ; 
mais il est plus commode de conserver la variable auxiliaire p 
pour la discussion dans laquelle on a à considérer les trois cas 
suivants : 

I* /f2— B^>o. Les équations (i 3) montrent que 

par suite, /?-^/?o et/? oscillera entre — po et /?© : 



Pour p — o, 


on a 


d - 9o«, 


et p est maximum. 


» p = POy 


» 


ar= 0, 


» p est minimum. 



Il suit de là que la courbe rapportée à OA est un ovale sy- 
métrique par rapport à OA et que la polhodie est cet ovale 
tournant autour de l'origine toujours dans le même sens, 

avec la vitesse angulaire -^« 

20 k^-^Bh = o. Alors 



I , /A(B — C)// 



(A-B) (B-C)(//-B^«) 

P 



ABC// 
Pour /? = o, on a j = 90% et p est maximum. 

, /' ^ , , /a(B — G) ) qui donne le maximum 

» P* = t;. > on a tane a = 4 / ~ > ^ 

^ B' "^"^ VC(A-B)) de (T, et p est nul. 

II résulte de là que la courbe rapportée OA est à peu près 
semblable à la lemniscate. 

3" /f2— B/i < o. Les équations montrent que 

et p oscillera entre — p\ eipi : 

Pour P = Oy T = 90°, et p est maximum ; 
» p = pi^ <j ~ 90% et p est minimum. 



u 
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Il suit de là que la courbe se compose de deux ovales symé- 
triquement situés par rapport à OA et ayant OC pour axe de 
symétrie. 

6%, Théorème de Chastes. — En conservant les notations 
du numéro qui précède, désignons par a^ une constante et 
considérons Tellipsoïde 

"Â"^ ¥"^ G "■'' • 

Si x,y, z sont les coordonnées de Tinlersection m de Taxe 
du moment A* des quantités de mouvement avec Tellipsoïde et 
r le rayon Oatî, on a 

kn Bd C<7 

en substituant les valeurs dans Téquation ci-dessus et en se 
rappelant que A n^ -h B/?^ 4- C g^ — /^^ on trouve 

ak 
r = -_ . 

/// 

Donc le point rn décrit Tintersection de Tellipsoïde mobile avec 
une sphère. En supposant a= \/ij l'ellipsoïde est celui de Mac- 
Cullagh. 

§ II. — Du mouvement d'une toupie sur un ptan mobile. 

65. Soient 

OX', OY', OZ' trois axes rectangulaires fixes, dont le troisième 
est censé dirigé en sens inverse de la pesanteur; 

X',, Y^, Z', les coordonnées, par rapport à ces axes, du centre 
de gravité G de la toupie dont la masse est M; 

(i) X'cosX -j-Y'cosfi-hZ'cosfx = ï 

l'équation du plan mobile dans laquelle >, /ui, v, Ç sont des 
fonctions données du temps ; 
N la réaction normale de ce plan sur la pointe K de la toupie; 
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GX, GY, GZ les axes parallèles à OX', OY', 01' menés par le 
centre de gravité G ; 

/=GK; 

Gz Taxe de révolution de la toupie pour lequel le moment 
d'inertie est G ; 

Gx, Gj deux des autres axes d'inertie principaux rectangu- 
laires dont la position est déterminée dans le corps et pour 
lesquels le moment d'inertie est A; 

riy p, q les composantes de la rotation instantanée autour de G, 
suivant Gxy Gj, Gz; 

GA l'intersection des plans ^Gj, XGY; 

GB, GC ses perpendiculaires dans ces plans, comprises évi- 
demment dans le plan ZGz ; 

ç = AGX, ^l'^^GA, Q^zQZ, 
Nous avons d'abord 

M -j-r- = NcosA, 
(i) ^ ^~dt^ =Ncosfi, 

M -^ 2 ■ = N cosv — yig. 

Il faut maintenant exprimer que la pointe K reste sur le plan 
représenté par l'équation (i) et, en premier lieu, déterminer 
les coordonnées X, Y, Z de ce point en fonction de 9, 4»» ^• 

En remarquant que les projections de KG sur GZ et GC sont 
respectivement 

{a) Z= — /cosO, 

/ sin6; 



nous aurons 

{Cl') 



X = — /sin6 sinç, 
Y = /sin6 COSO. 



Nous avons donc, pour les coordonnées du point K suivant 

OX', OY', OZ', 

X' = — / sin6 sinç-h X'i, 

Y'= /sinOcoscpH-Yi, 
Z'= -/cosOn-Zi, 
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el, en substituant ces valeurs dans Téquation (i), on trouve 

( X j cos X -h Y'i cos fx -h Z'i cos V 

/(— sin6 sincp cosX -H sinô coscp cos|Ji — cos6 cosv) = Ç. 



Si Ton élimine N entre les équations (2), on obtiendra deux 
équations qui, jointes à (3), permettront de déterminer X', 
Y', Z' au moyen de \ fx, v, Ç et des fonctions inconnues du 
temps 9, ^y 6, 

En désignant par Nj:, N^, N« les composantes de N suivant 
Gx, Gj, Gz, nous avons, pour les équations du mouvement 
de la toupie autour de son centre de gravité, 

A J+(C-A)j.(7 = /N^, 

(4) ( B^^^-+-(A-C)«^=-/N;„ 
C -1^ = o, c'est-à-dire que q est constant. 

Des deux premières des relations connues (* ) 

11 = -j- COS4; — -^~ sin6 sm'i^, 

(5) y /;» = ^ 8in«l^+ -J^ sin6cos<^, 



dt dt ' 



on déduit 



(6) 



do 



1 sin6 — i =ij9cos<j^ — /isin»};, 
[ -r =/?smu^ H-wcosy. 



Il s'agit maintenant de déterminer No:, N^, Nz en fonction 
de (p, 0, 4*» \ .w> V. Les composantes NcosX, Ncosp. donnent 
les suivantes : 

N( cosXcoscp-H cosfJi sincp) suivant GA, 
N( — cosX sincp -i-cos|jicosçp) » GG, 

(*) Tome I, page 35. 
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d'où 

N ( — C08 X sin cp -I- cos fx cos cp ) cos 6 suivant GB, 

~N( — cosX sincp -f-cosficoscp) sin6 » Gz, 

La composante Ncosv donne aussi 

Ncosv sin 6 suivant GB, 
Ncosv cos 6 » Gz. 

Si donc nous posons 

{ P =(cosXsin«p — co8(xcoscp)cosô — cosvsinô, 
' ( Q = cosXcos(p -h cosfisincp, 

nous aurons, pour les composantes de N, 

NQ suivant GA, 
— NP » GB ; 

d'où 

IN^=r N[(cosXsincp — cos (x cos cp) sin 6 -h cosv cos6], 
Na:=N(Psini^-4-Qcost^), 
Nj, = N(Qsini]; — Pcosi}^). 

Les deux premières des équations (4) deviennent, par 
suite, 

I^Yt -^(C — A)/?^= /N(Qsint^-Pcos«t), 
A ^ -f- ( A — C) wg = -/N(P sin 4^ -4- Q cos^}^ ). 

Les équations (2), (3), (5), (4') permettront de déterminer 
en fonction du temps les inconnues X'^, Y\,Z\, n^p, 9, 4»» ^, N; 
mais, comme les intégrations ne peuvent pas s'effectuer, on 
doit se borner à calculer des valeurs approchées de ces incon- 
nues, en restreignant le problème général au moyen de cer- 
taines hypothèses que l'on fera connaître à mesure qu'elles 
deviendront nécessaires. 

Première hypothèse, — Nous supposerons que la rotation 
q est très grande, que les angles X, |ul, v varient assez lente- 
ment pour qu'on puisse les considérer comme constants pour 
un certain nombre de révolutions du corps autour de Oz, et 
enfin que 9, 0, N varient aussi très lentement, ce qui exigera 



(9) 
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que cerlaines conditions, que Ton établira a posteriori, soient 
remplies. 

En négligeant en conséquence le second terme de la troi- 
sième des équations (5) et mesurant le temps à partir de 
t{/ = o, nous aurons 

et les équations (4') deviendront 

A ^ H- {C — X.)pq = — /N(Qsin^f-i-Pcos<7r), 
X ^-h{A—G)nq= /N(P sin qt — Q cos qt) ; 

d'où, en considérant N, P et Q comme constantes et désignant 
par a et (3 deux constantes arbitraires, 

. A — G ^ o A- G /N ,n . 

n = a sin — - — qt-h ^ cos — - — q( — ft- (Psm^^ — Qcosg/), 

A A Li^ 

A — G . A-G /N ,^ ... X 

p = acos — - — qt — 3 sm — - — qt— TT- (Pcos^'^h-Q smç/). 

Si l'on désigne parNo, Po, Qo les valeurs initiales de N, P, Q, 
pour lesquelles n = o, p =^0, ces expressions prennent la 
forme suivante : 

« = p- NofPo sin ^ <7^— Qocos — - — qt j —1^{? sin qt — Q cas qt)\^ 

p = p- NgfPoCOS — — <7^4-yoSin^— - — ^^j— N(P 0037^-4- Q sin çOh 

et, en les substituant dans les équations (6), on trouve, en se 
rappelant que 4» — — ^/, 

^<}-M N.(p,eosÇ|£-Q.sia^')-Np], 



(10) 

dt ~ Cq 



— — ^ - No f Po sm -|- -h Qo cos -^ i -hiNQ . 



Si le rapport j- n'est pas très petit, il faut, pour que et cp 

varient lentement, ainsi qu'on l'a supposé a priori, que 
Por= o, Qo= o; c'est ce qui aura lieu si, à l'origine du temps. 
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Gz coïncide avec la normale au plan mobile, comme cela ré- 
sulte de la deuxième et de la troisième des équations (8) en y 
supposant Njr= o, N^= o, ^ = o. 
Les équations (lo) se réduisent alors aux suivantes : 

/ . .rfcp /NP 

('^') ^^ /NO 

l dt Cq' 

Deuxième hypothèse. — On supposera que : i** 9 reste assez 
petit pour que Ion puisse prendre cos9:= i; 2.** le plan mo- 
bile reste assez peu incliné sur le plan horizontal pour qu'on 
puisse aussi poser cosv = i et négliger les carrés de cosX, 
cosfx, leur produit entre eux ei par sind; Téquation (3) de- 
vient alors 

Z; = / -h !; — X; cosX - Y'i cosv ; 

d'ailleurs, Ç est l'ordonnée de l'intersection du plan mobile 
avec OZ' ou, si Ton veut, le déplacement transitoire vertical 
de ce plan. Si donc les oscillations verticales sont très petites, 

il en sera de même de , S et, d'après la troisième des équa- 
tions (2), on aura, aux termes du premier ordre près, 

comme P et Q sont de cet ordre, on pourra introduire cette 
valeur de N dans les équations (10'), qui deviendront 

dt " Cq ' 



OU, en remplaçant PetQ par leurs valeurs (7), 

(10") 



sinG-^ = -p-^(8inô — sinXsincp h- cosfJtcos^p), 



dQ IMg, . 

-r- = -TT-^(C0SAC0Sç-l-C08fX8in{p). 

Les deux premières des équations (2) se réduisent aux sui- 
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vantes 



W 






= g^cosX, 



= g cos fX, 



qui feront connaître X'j et Yj . 
Soient 

c = COS2GX, d = cos 3 G Y^, 

à l'inspection des formules (a')> on voit que 
(Z>) c = 8in0sin«p, r'= — sia6 coscp; 

d'où 

de . fl?6 . ^ (icp 



dt 

dd^ 
dt 



dt 
^9 



dt 
û?cp 



— coscp —- -I- sin6 sintp -^ 



dt 



dt 



Si Ton porte les valeurs (10") dans ces formules, on trouve 

de 

(II) 



dt 



■\-mc = /w ces fi, 



en posant 

(12) 



de' . 

—, me = — m cos A; 

at 






Ces équations ont pour intégrales 
c = Co cos/wf — Cq sin/n; 

-h m cos /wf 1 (cos fx cos /w^ — cos X sin mt ) dt 

-4- /w sin/wf / (cosXcoswf -i-cosfisin/n^)û?f, 

c'= c'o cos/wf -+■ Co sin/wf 

— m cos mt I (cos X cos mt -h cos jji sin mt ) dt 

-h m sin/wf I (cos jx cos mt — cos X sin/nf ) dt. 
Jo 



(i3) 
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Les constantes Co, c\ seront nulles si est nul pour f = o, 
c'est-à-dire si, à Tinstant initial, Taxe de révolution, qui déjà 
coïncide avec la norniale au plan mobile, est de plus vertical, 
comme on le supposera. 

Comme /7i est très petit en raison de la grande valeur ad- 
mise pour qy l'angle Qz=z^c'i-^c^ restera très petit. 

Il résulte de là que, si la toupie est terminée à sa partie supé- 
rieure par une face plane normale à Taxe de révolution et si à 
Tinstant initial cette face est horizontale, elle conservera son 
horizontalité pendant toute la durée du mouvement. C'est en 
partant de ce principe qu'on a cherché à créer, sur les navires, 
un horizon artificiel indépendant du roulis et du tangage. 

Les équations (6) donnent ^ 

tangcp = ^ 
et la troisième des équations.(5) 

^ = — <7' H- 'f — 'f 0- 

Les deux autres des équations précitées feront connaître n 
et /?. 

En raison de la petitesse de /w, on peut considér sin/w^et 
cos//i/comme constants dans les intégrales des formules (i3); 
car, en intégrant par partie, on a, par exemple, 

/ cos X cosw/ dt = cosint j cosX dt ^- m sïnmt j 1 cosX dt^ -^ . . . , 

et si les variations de cosX, quoique très lentes par rapport à 
la rotation du mobile, sont cependant très rapides par rapport 
à celles de s'in mt, cos rnt, cette série sera rapidement conver- 
gente et pourra se réduire à son premier terme; ce qui revien- 
dra à considérer cos mt comme constant dans l'intégrale 



/• 



cosX cos mt dt. 



En supposant nuls co, c'^ et ayant égard aux valeurs (6), les 
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équations (i3) deviennent 

8in6sincp= -^^ / cosurf/, 

(i4) { , 

sin 6 ces cp = — :i=-5 / CCS A dt ; 

mais, si Ton a— ir^ = o, -^ = opourf — o, les équations (2') 

donnent 

dX\ __ 



g I cosXdt, 



dt 

et Ton a, par suite, 

dY\ 

Il résulte de là que la droite symétrique de GA par rapport 
à GX est constamment parallèle à la tangente à la projection 
horizontale du lieu du centre de gravité. 

Si Ton désigne par W la composante horizontale de la vitesse 
du centre de gravité, les équations {i4) donnent 

• û ^M tir 

sm6= t:^- W. 

Tout ce qui précède suppose que la rotation q est très 
grande Mais le frottement de la pointe sur le plan mobile et la 
résistance de Tair réduiront constamment celte rotation, Taxe 
Gz s'écartera de plus en plus de la verticale et la toupie finira 
par tomber sur le plan mobile. 
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CHAPITRE VIL 



DU CHOC DES CORPS SOLIDES. 



66. Lorsque deux corps solides naturels, en mouvemeni 
relatif, ayant pour masses M, M' (libres ou assujettis à des 
liaisons, telles qu'un point fixe ou un axe fixe), viennent à se 
rencontrer, il se produit un effet mécanique qui a reçu le nom 
de choc. 

Dans la région de leur contact, les corps se déforment mu- 
tuellement et graduellement et finissent par se séparer, à moins 
qu'ils ne viennent constituer entre eux un nouveau solide. 

Comme nous admettrons qu'il n'y a pas de rupture, les va- 
riations relatives des distances intermoléculaires seront très 
petites; par suite, les déformations seront aussi très petites. 

La durée du choc, variable avec les circonstances dans les- 
quelles il se produit, ne paraît pas devoir atteindre j-J-ô ^® se- 
conde. 

Pendant cette courte durée, les molécules peuvent être con- 
sidérées géométriquement comme immobiles. 

Cependant, du commencement à la fin du choc, les vitesses 
des molécules ont notablement changé en général en gran- 
deur et en direction. 

Ces changements brusques de vitesse sont dus aux forces 
moléculaires développées entre les deux corps, dans les ré- 
gions du contact, forces qui peuvent atteindre une grande 
énergie. 

On doit donc concevoir que la durée du choc se divise en 
trois périodes : 

i"* Les corps se dépriment mutuellement et graduellement 
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jusqu'à Tinstant où ils atteignent leur plus grande déforma- 
tion. 

1^ Cette déformation maximum se maintient pendant un 
temps extrêmement court, infiniment petit si Ton veut. Pen- 
dant ce temps, chacun des corps constitue rigoureusement un 
système invariable, et les composantes normales des vitesses 
des points de contact, de Tun et l'autre corps, sont égales. 
Dans son mouvement relatif par rapport à M', le corps M pi- 
vote en quelque sorte sur M' avec un glissement latéral qui 
donne lieu à un frottement dont on fera abstraction dans ce 
qui suit. 

3° A partir de la fin de la seconde période, les corps ten- 
dent à reprendre leur forme primitive, de laquelle ils s'éloi- 
gnent plus ou moins au moment où le choc cesse. 

Dans la première période, il se produit un travail molécu- 
laire négatif dû au rapprochement des molécules de M, M', 
dans la région du contact. 

De la deuxième à la fin de la troisième, la détente des res- 
sorts moléculaires restitue une partie du travail perdu dans la 
première. 

67. Éi^aiuation du travail perdu dans la première partie 
du choc. — Soient 

i/o la vitesse de la molécule /w de M au commencement du 
choc, pris pour origine de t; 

V la vitesse de cette molécule à Finstant t de la première pé- 
riode ; 

N la réaction normale de M' sur M en un point quelconque du 
contact ; 

Ox, 0,r> Oz trois axes rectangulaires fixes; 

àx-^ ày -{- àz un déplacement virtuel de m compatible avec 
les liaisons du corps M considéré comme invariable; 

en le déplacement du point d'application de la réaction N de 
M' sur M, projeté sur sa direction. 

Nous avons donc pour M 
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Si le corps M est libre, les d s'exprimeront au moyen des 
coordonnées el de six déplacements arbitraires, savoir trois 
translatoires et trois giratoires; mais, comme on Ta fait remar- 
quer plus haut, les coordonnées doivent être considérées 
comme invariables pendant le choc, d'où il suit que les à 
peuvent être regardés comme constants. Il en serait de même 
si M était assujetti à se mouvoir autour d'un point fixe ou d*un 
axe fixe; car, dans le premier cas, les d s'exprimeront au moyen 
de trois rotations arbitraires, et le second au moyen d'une 
seule rotation. Donc, quoi qu'il en soit, on peut intégrer 
l'équation ci-dessus en considérant les à comme constants, 
ce qui donne 

Supposons maintenant que t se rapporte à la fin de la pre- 
mière période du choc; comme le mouvement réel du corps 
pendant la seconde période est compatible avec les liaisons, 
s'il en existe, on peut prendre 

o.r = i>,c dt^ oj = Vy dt, 03 = v- dt^ 

et alors l'équation ci-dessus devient 

df I>m{v^ — i'x^oa- — ^y^oy — ^z ^oz) = ^^ o« / N dt. 

Nous aurons une équation semblable pour M'; mais, comme 
0/2=— dn\ en ajoutant les deux équations, nous trouverons 

O = 2m(p'— ('x^a-— i^y^oy— <'s^Oz), 

le signe 1 s'étendant maintenant à l'ensemble des molécules 
de M et M'. 
Soit 

l'accroissement de la force vive des deux corps de la fin de la 
première au commencement de la première période du choc. 
En retranchant de cette expression le double de l'équation 
précédente, on trouve 
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Donc : 

La perte de force vive éprouvée par i ^ensemble des deux 
corps, à la fin de la première période, est égale à la force 
vive due aux vitesses perdues. (Théorème de Carnol. ) 

Si Ton désigne par w la vitesse perdue par /w, et par S» la 
valeur absolue du travail moléculaire absorbé dans la pre- 
mière période, on a 

2 

68. Demi-accroissement de la force vive après le choc. — 
Soient cs la vitesse de la molécule m après le choc; Cpj le 
travail moléculaire restitué dans la troisième période, on a 

2 

Avant de discuter celte équation, nous allons considérer 
les deux cas extrêmes suivants qui, envisagés chacun à un 
point de vue absolu, n'ont qu'un caractère hypothétique. 

i^ Les corps choquants sont complètement dénués d'élas- 
ticité, — C'est à peu près le cas de deux masses de plomb, 
d*argile peu humectée, etc. Ici le choc s'arrête à la fin de la 
première période et l'on a 

^ 2. ^_(^j^ "Lmw^. 

2 2 

2*» Les corps sont parfaitement élastiques, — Les corps 
reviennent exactement à leur forme primitive après le choc : 
ce qui se rapproche du cas de deux billes d'ivoire, d'une bille et 
d'une table de marbre, etc. Le travail moléculaire développé 
dans le choc étant nul, on a 

'■ = o. 

2 

Revenons maintenant à la réalité ou aux corps semi-élas- 
tiques. Il paraîtrait naturel de poser 

V étant une fraction dépendant de la nature des corps cho- 



208 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE YII. 

quants et peut-être de leur forme dans les environs de la 
zone de contact; alors on aurait 

en posant 

I — V = fi; 

mais on admet que la perte de force vive après le choc est 
proportionnelle à la force vive due aux vitesses perdues tva, et 
Ton pose en conséquence 

e étant un coefficient spécifique de même nature que [x. 

Cette dernière équation s'applique aussi aux deux cas ex- 
trêmes ci-dessus, en y faisant respectivement e = i et g = o. 
Nous ferons remarquer plus loin que les deux hypothèses 
que nous venons d'énoncer conduisent à des résultats de la 
même forme dans la question du choc de deux corps libres. 

69. Mouvement que prennent deux corps choquants 
libres après le choc, — Considérons d'abord le corps M, et 
soient 

A \q point de choc ou le point de la surface par lequel passe 
la résultante N des réactions, variables avec ty de M' aux 
différents points de la zone de contact avec M; 

AX la direction de N ; 

AY, AZ deux axes rectangulaires perpendiculaires à AX; 

Xi, Y|, Zi les coordonnées du centre de gravité G de M ; 

GXy Gj, Gz les parallèles en G à AX, AY, AZ; 

et avant le choc : 

Vo, Wo les vitesses de G et A, estimées suivant AX ; 

Wo, /?o, ^0 les composantes de la rotation instantanée de M 

suivant G.r, Gj, Gz; 
Po le moment des quantités de mouvement giratoire autour 

de G; 

Jo la force vive correspondante; 

Ma2=2m(j2-j-^2), M62=2/w(z2-faî2),Mc2=2/7i(^2^_j2) 

les moments d'inertie de M par rapport à Gx, Gj, Gz; 
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Imxz = Mx^ 2/wzx* = Mri, 2/w.rj = MÇ des quantités que 
Ton sait calculer. 

Nous supprimerons Tindice o pour les quantités qui se rap- 
porlent à la fin du choc, et nous affecterons de l'indice a?, par 
exemple, la projection d'une longueur sur l'axe AX. 

Nous avons {*) 

Pv = M(p^»2 _ gy _ „ Ç ), p^^. ^ . . . ^ 

et 

(B) J =/«Pa:-i-/>Py-HgPc, Jo^ 

La vitesse du centre de gravité G, estimée dans le plan 
YAZ, restant constante en grandeur et en direction pendant 
la durée du choc, n'intervient pas dans les équations du mou- 
vement, et l'on peut en faire abstraction, ce qui revient à con- 
sidérer Vo et V comme étant parallèles à AX. 

Nous avons 

et, pour l'équation du mouvement de translation, 

(2) iM(V-Vo) = /N^//. 

Les équations du corps autour de son centre de gravité 
sont les suivantes : 

Par— Po:r = M[a2(/^ — «0) — C(/^--/?o)— TQ((?— 5'o)]=0, 

F,— Po,= M[&np-i»o)--x(7-^o)~C(/'-/'o)] = -ZiyN«?/, 
[P=-Poc=xM[cn^-7o)-^(''-''o)-xO^— /?o)] = Y,yNf//, 



(3) 



(') Soit, par rapport à Oj?, Oy, Osj v la vitesse de rélément matériel m 
ou (a?, y, z)f on a 

v, = pz^qy, ç^.= qx^nzj v,= ny^px 
et 

J = I.m[{pz — qy)'-^{qx — nz)--h{ny ~ pz)'] 
= M {a^ n^ -h b^p^ -h c^ q'— 2 ypq — 2r\qn— 2 ^np). 
VIT. 14 
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OU, en éliminant Timpulsion au moyen de Féquation ( 2), 

^'(;>-/>o)-x(^-7o)-C(''-'*o) = -z,(V-Vo), 
c^iq — qo) — ^i (« — ^*o) — vSp —Po) = Y,( V— Vo); 

on lire de là 

In — no = a(V — Vo), 
/>-/?o = ?(V-VoX 
7-^o = 7(V-Vo), 

les coefflcienls a, p, y étant déterminés par les équations 

|«2a — î? — 7)Y =0, 
c'y — T)a— 7p = Yi. 

Des équations (A) on déduit, en ayant égard aux rela- 
tions (6) et (i), 

aP.^--?Pj.-hYP.= M(-pZ,-vgYi) = M(W-V); 

par suite, 

(7) aPoa:-+-?Poj— tPo.= M(Wo-Vo). 

L*équation (i) nous donne, en nous reportant aux va- 
leurs (5), 

W-Wo = (V-Vo)[i-pZi-f-YY,] 
ou 

(8) w=X(V--Vo)-hWo, 
en posant 

(8') X^,-pZ,-hYY,. 

Nous reconnaîtrons plus loin que la constante X ne peut 
pas être inférieure à Tunité. 

L'accroissement de la force vive après le choc est, en ayant 
égard à la valeur de J, 

F = M(V»— VJ) -I- Pa:/J - Pox/îo -^ ?yp— l^oyPo -+" PzÇ— Poc<7 

= M( V*- - Vî ) ^- (Po:- Pox)/^ + (Pr- Poy)p 4- (P^- ^oz)q 
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Mais les premiers membres des équations (4), multipliés 
par M, ne sont autre chose que les valeurs de P.r— Po^, 
Pr~~Po7, Pz;— Poz; si, de plus, on substitue dans l'équation 
précédente les valeurs (5), on trouve 

F = (V~Vo)|[M(V-f-Vo)-pZi-4-îY,]-+-aPo^+?Po,,-4-YP^^{ 

OU, vu (7), 

F = M(V - Vo) ( V-+- Wo— /?Z, + ^Y,). 

Si Ton remplace maintenant p et q par leurs valeurs dé- 
duites des équations (5), on trouve 

F = M(V-Vo)[V-4-Wo-/?oZ,-4-^oY,-+-(V-Vo)(-Zip-hY,Y) 
-M(V-Vo)[V-f-Wo-/?oZi-+-goY,-h(V-Vo)(X-i)]. 

Ea substituant ensuite à qoYi — /?oZ| sa valeur fournie par 
réqualion (i), on a finalement 

(9) F = M(V-Vo)[X(V~Vo)-h2Wo]. 

La force vive G, due aux vitesses perdues après le choc, 
est égale à la somme des forces semblables du centre de gra- 
vité où la masse serait concentrée et du corps dans son mou- 
vement relatif par rapport à ce centre (M- La seconde de ces 
forces vives partielles s'obtiendra en remplaçant /i, /?, q par 
nQ— rij po — p, q^s— q dans la formule (B), par suite, dans 
les valeurs (A), et l'on obtiendra pour résultat 

M j [a*(/2o— w) — S (po—p) — ri(qo~ q)]{no—n) 
-^[à^(po—p) — yjqo~q) — ^{no—n)]{po — p) 
-^\c^(qo—q)~r, (,i^.- n) — x(po— p)]{qo — q)\ 



(*) Soient, en général, U la vitesse du centre de gravité; u la vitesse re- 
lative de m; la force vive due aux vitesses perdues est 

2:m[(U„.,-f- w„,- U,- w,)» + . . .] 

+ S m [(«„,- "x)'+ («or- «j')" + (««*- ".)•] 
et, comme ItniUg^= o, Zmu^^ o, . . ., on arrive au théorème énoncé. 
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OU, en se reportanl aux valeurs (5), puis aux relations (6), 

--.M(V-Vo)M-?Zi-r-YV,). 

ou encore, vu (8'), 

AJ(V-Vo)'-(X-i). 

Comme, par sa nature, cette quantité est essentiellemcni 
positive, on voit que X î: i . 

Nous avons donc pour la force vive totale due aux vitesses 
perdues 

(10) G = MX(V — Vo)2. 

Nous accentuerons les lettres pour le second corps; mais, si 
nous rapportons son mouvement à OX, OY, OZ, nou£ de- 
vrons changer le signe de N dans les équations (2) et (3), ei 
nous aurons d'abord 

(•2') M'(V'-.-V;) = -yNrf^ 

Les formules (9) et (10) s'appliquent ici sans restriction, 

puisqu'elles ne résultent que de l'élimination de /Ncf^ entre 

les équations (•>) et (3) et que, par suite, elles sont indépen- 
dantes du signe de N. 

Des équations (2) et (2') on tire 

(11) M(V-Vo)-i-M'(V'~V'o)-o. 

En nous reportant à la formule ([3), nous avons à exprimer 

que 

F-f-F'^-£(G-i-G'). 

ou que 

M(V-Vo)[X(V-Vo)-h'iWo]-f-M'(V'~V'o)[X'(V'-V'o)-4-2W;] 
= -£[MX(V^Vo)*-^M'X'(V'-V'o)2], 

ou encore, vu (1 1), que 

X(V-Vo)-4-2Wo-[X'(V'-V'o)4-2W'o] 
= -£[X(V-Vo)-X'(V'-Vo)]. 
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De celle dernière équalion el de l'équalion (i i) on lire 

' 9.M-(w;-Wo) 

\ ^ " ^'~ (i^e)(M'X-f-AlX')' 

et, en se reportani à la formule (8), 

i ..VM(Wo-W-o) , 

( ^ - (|_^_£)(M'X-hMX';"" '* 

Enfin on a, pour la perle de force vive e(G -4- G') éprouvée 
après le choc par les deux corps, 

(,^) 4eMM' (W;-Wo)= 



(i-h£)* M'X-hMX' 

dont la moiiié représente le travail perdu pendant le choc cl 
qui a été employé à déformer les corps. 

En supposant £ = 1, on a, pour la perte de force vive dans 
un choc de deux corps dénués d'élasticité, 

M'A -r MX' 

Cette expression représente aussi la perte de force vive à la 
fin de la première période du choc de deux corps quelconques. 
Si Ton adopte l'hypothèse représentée par la formule (a), 
on a 

M(V - Vo) [X(V- Vo) -f- -iWo] 4- M'( V - V',) [X'(V'- V;) + 2Wi ] 

___ [xMM^C W;, — W o)« 
M'X-f-MX' 

ou, en éliminant V au moyen de l'équalion (i i), 

Cette valeur s'accordera avec la première des équations (12), 
en prenant 

= ^^ 

^ (i-he)«' 



2l4 UUlTlftMK PARTIE. — CHAPITRE VII. 

Peu importe donc l'une ou l'autre hypothèse, puisque l'on 
n*a, en définitive, qu'un seul coefficient à déterminer par 
l'expérience. 

On dit que le choc est direct quand la normale au point de 
choc passe par les centres de gravité des deux corps. Dans ce 
cas, on a 1 = i,a!=i, et, vu (i), W = V, \V' = V' et, par 
suite, les mêmes relations avec l'indice o. 

Admettons que, dans le choc direct, la masse M', d'abord 
en repos, soit assez grande pour être considérée comme in- 
finie par rapport à M'; les formules (12) donnent V'n^o et 






Ce cas est sensiblement celui d'une bille d'ivoire tombant ver- 
ticalement sur une table horizontale de marbre. On a constaté 
que la bille se relevait, après le choc, aux | de la hauteur pri- 

mitive. En admettant donc ^-y = -9 on trouve 

Vq ^ 

£ = o, lOI. 

70. Du choc de deux corps solides, dont Vun M est libre, 
tandis que l'autre M' est assujetti à tourner autour d'un 
axe fixe OZ'. — On prendra pour origine le pied de la 
perpendiculaire abaissée de G' sur l'axe fixe; l'axe OY'sera 
dirigé suivant OG. On choisira le sens de OX' de manière que 
la projection de TNcf/sur sa direction soit positive. 

Soient 

OG'=/; 

r le moment d'inertie de M' par rapport à OZ'; 

Uj by c les coordonnées du point de choc A parallèles à OX', 

OY, OZ'; 
a, (3, y les angles formés par f ^dt avec OX', OY', OZ'; 
w'o, &/ les vitesses angulaires de M' avant et après le choc, 

censées positives de la gauche vers la droite en se couchant 

suivant Z'O. 

En conservant les notations qui précèdent, on a d'abord. 
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pour M, 

/ F=M(V-Vo)[X(V-Vo)4-2Wo], 
^^^ ) G = MX(V-Vo)S 



I M{\~\o)=r^dt. 



Les moments de — / N rf^par rapport à OX', OY', OZ' sont 

DXi\' = (c cos p ~ ^ cosY) /n dty 
( 2 ) < DTIy = (« cos 7 — c cosa) / N dt, 

OTCz' = ( 6 cosa — rt COS p) / N ri?/. 

On a, pour le corps M', en prenant les moments par rapport 
àOZ', 

(3) r(w'— w; ) = (b cosa — a cosp) Tn rf^ 

OU, en vertu de la troisième des équations (i), 

(4) rK— w'o ) = (^ cosû' - a cos p) M(V — Vo). 
L'équation des forces vives donne 

M(V - Vo) [X(V - Vo) -h 2W0] -h IV-- w'o*) 
= -£[MX(V-Vo)2-|-r(a)'-a);)2] 

ou, en éliminant r(w'— w'^) au moyen de l'équation (4), 

X(i -h e)(V — Vo )-+-(!-+- s) (/^ cosa — «cosP)a)' 
= — 2W0 — (i — s) (b cosa — acosp)a)o, 

et, enfin, en éliminant (V— Vo) au moyen de l'équation pré- 
citée, on a, pour déterminer w', 

i(i-h e) [Xr-hM(ècosa — «cosP)*] w' 
= [(i -f- z) Xr — (i - s) M(b cosa — a cosp)*] (d; 
— 2M(^ cosa — a cos^) Wq. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les conditions 
qui doivent être remplies pour que les guides de l'axe OZ' ne 
reçoivent pas de percussion. 
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Nous avons d'abord en projection sur OY', OZ' 



cos 



p/N^/ = o, cos^ I N dt = o; 



d'où p = 90'», y = f;o* el a = o, conditions que nous suppose- 
rons remplies. 

Si nous remarquons que la vitesse /w' de G' est dirigée 
dans le sens négatif de OX', nous avons aussi 

(0) M/(a>'-a);)=: Tn^/; 

d'où, en vertu de Téquation (3), 

(7) r=M'^/, 

ce qui exprime que le point de choc doit se trouver dans le 
plan parallèle à X'OZ' passant par le centre d'oscillation 
de M'. 

La vitesse du point m de M', dont les coordonnées sont Xj 
j, z, due à la rotation &)', ayant pour composantes — w'j 
suivant OX' et oi'x suivant OY', on a 

(a)'-to'o)2/w^3=.;mx', 

OU 

(8) Smjz = o 

et 
De cette dernière équation et de l'équation (3) on déduit 

b'Lmxz 



(9) ^ = 



1' 



On voit que, si OZ' est un axe principal d'inertie, il n'y aura 
pas de percussion sur cet axe, si la direction de Wo est per- 
pendiculaire au plan Z'OY' et passe par le centre d'oscillation 
de M'. 
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En admettant qu'il en soit ainsi, les formules (4) et (5) de- 
viennent 

(40 r(a>'-a)'o) = M^(V-Vo), 

^ ^ "" (i-t-£)(Xl'-t-.Vl6«) 

On déduit de la seconde de ces équations 

5tMftfftw'o-f-Wol 



to U)q =: 



(i-hz){lï-^ Sib^) 



En se reportant à Téquation (6) on voit que, pour que 
yNrf^soit positif comme on Ta supposé, il faut que 

ce qui est la condition, évidente a priori, pour que les deux 
corps puissent se rencontrer. 

Si M' est au repos à Tinstant où le choc commence, Wo est 
nécessairement négatif, et Ton a 

iMbWo 



(n-£)(xr-f-M^2) 



Dans le cas où les deux corps sont dénués d'élasticité et où 
le centre de gravité de M se trouve sur la direction de Wo, on 
a £ =: I , X = f , Wo = Vo et 



Oi =r 



r H- xM b* 



Si M 62 est négligeable devant T, on retombe sur la formule 
connue qui se rapporte au pendule balistique. 



■i«>»IM 
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CHAPITRE VllL 

HYDRODYNAxMlQUE 



§ I. — Dé\^eloppements sur quelques questions ('). 

71. Démonstration due à Cauchy du théorème de La- 
grange relatif au potentiel de la vitesse, — Nous avons cru 
utile de substituer celle démorislralion à celle de Lagrange, 
qui est considérée comme insuffisante. 

Soient 

Ox, Oy, Oz Irois axes rectangulaires fixes; 
U le potentiel rapporté à Tuniié de masse des forces extérieures 
qui solliciteni les molécules fluides 

et, à Tinstant ty 

.r, j, z les coordonnées d*une molécule m; 

, , du , dv , dw . 

u, r, tv et M = -jjt ç := y, w' =: -j~ les composantes res- 
pectives suivant 0^*, Oj, 0^ de la vitesse et de l'accéléra- 
tion de m ; 

p, p la pression et la densité du fluide au point (.r, j, z), la 
densité p étant constante ou étant une fonction donnée de/?. 

Nous avons, pour trois des équations du mouvement du 

fluide, 

I ^ _ dIJ _ , 

p âjc dx ' 

£ ^ _ ^ _ , 

P àf ~~ df ' 

p àz dz 
(«) Voir le Chapitre XIII du Tome II. 
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Si Ton pose 
(I) j'-dp^^\] = Q, 



il vient 



^0 



oz 

Nous caractériserons par l'indice o les éléments qui se rap- 
portent à l'état initial d'une molécule. Comme, en suivant la 
molécule m, ses coordonnées x, j, z dépendent de^o, Jo, 
Zo, ty on peut écrire 

Dans ces conditions, on a 

, , , dx ôy âz 

^'^ "=^' '-=ji' "'=57' 

et, au lieu des équations (2), 

^0 du 
dx dt 

dz dt 

Au nouveau point de vue auquel nous nous plaçons, nous 
avons 

c^O àQ dx dQ df dQ dz 



dx. 


dx dxQ 


dj- dxQ 


dz dxQ 


àQ 


dQ dx 
dx djQ 


dQ dr 

-h 

àf djo 


dQ dz 
dz djTo' 


àO 


dQ dx 


,àQ dr 


dQ dz , 



dzo dx dzo dy dzo dz dzo* 
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d'où, en éliminant -.— > .-> -^ au moyen des formules (?/), 

ox dy âz *' 



(^) 



du d.r dv dy div dz dO 
dt djCQ dt dj:o dt dxo dx^ 


= o, 


du d.r dv dr div dz di) 

•+■ - -h ■ -f- 
dt dfQ dt d)Q dt dfQ df^ 


— o, 


du d.r dv dy div dz di) 

-\ ■ 1- H 

dt dzo dt dzo dt dzo dzo 


o. 



Si Ton retranche : i° la deuxième de ces équations différen- 
liée par rapport à Xq de la première diiférenliée par rapport 
à /o; a*» la troisième différentiée par rapport à jo delà deuxième 
différentiée par rapport à Zq ; S*» la première différentiée par 
rapport à z© de la troisième différentiée par rapport à Xo, on 
obtient trois nouvelles équations indépendantes de Q, et il 
suffit de considérer la première dont on déduira les deux 
autres par les permutations tournantes. Nous avons ainsi 

/ d'U dx d^u dx d^v df d^v dy 



1 àtdvçi dxQ dtdxo dr^ àtdfo dxo dtdxo djo 
(a) < 

d^w dz d^»' dz 

dtdfQ dXi) dtdxo djo 

Si l'on différentie par rapport à / l'expression 

, , , du dx du dx dv dy dv dy div dz da' dz 



dfo dxo dxo dyo dfo dxQ dxo d/o dfo dxo dxo dfo 

et si l'on remarque que Ton a, par exemple, 

du d^x du d^x du du du du __ 

d}'o dtdxo dxo dtdfo dfo dxo dxo dfo '. 

on trouve le premier membre de l'équation (a); d'où il suit 
que l'expression (b) est constante, et comme, à l'instant 
initial ou pour x=Xo, J == Jo, z rzr Zo, elle se réduit à 

-T . — , il vient 

dfo âxo 

du dx du dx dv df dv df 

(o) 



dfo dxo 


dxo dfo 




da' dz 
dfo dxo 


div dz duo 
dxo dfo "~ dfo 


dvo 
dxo 
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Dans ce qui suit nous poserons 

(7) {^i = ;.T— -il' '^iO=-T— — ^-> 



X 


dz 




^i 


ÔlV 
Ô.JC 


du 

Tz' 


1* 


dît 


dv 



àxn dz 







dfQ 0.1'Q 



En substituant dans l'équation (6) les expressions 

du du d.T du dr du dz 
()j:o (^U7 dxQ dy dxo dz dX(^ 



du 

àfa 

dv 

dxo 

• di> 

diV 
dxQ 

diK' 

àfçi 

on trouve 



y. ( dy dx dr dx \ f dz dy dz dr 



dx dy dx \ ^ ( ^^ ^'X ^'^ dy \ 
dxQ dxodjQ/ \dfo dxo dx^i djQ / 



(dz dx dz dx \ 

dxo dfo dfQ dxQ J " ^^' 

d'où Ton déduit, par les permutations tournantes, 

/ dz df dz dy \ / dx dz dx dz\ y ( ^f ^-^ 4>' ^'^ \ 

^'\dzl à/^" djo dzo) ^ \dzo djo dfo dzQ / \dzo djQ dy'o dTo / "~^^'^> 

I dx dz dx dz \ ^ 

' \dxo àzo dZii àxoj ^ 



dy dx dy dr\ / dy dz dy d: 



dxo dzj dzo dxQ / '- \ dzo dxo dzo dxo 



/. \ A. A^ aT" aZ" ) — ^0- 



Si Ton pose 

dr âr dz dx dy dz dx dy dz dx df dz 



dxo âj-Q dzo dxo dzo dfo dfo dxo dz^ dfo dzo dxo 



dx dy dz dx dy dz / , dr dy dz 



dzo dj-Q dxo dzo dxo djQ ^\ dxo dfo dzo 
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les équations précédentes donnent (•) 

i^ / dz dx âz \ 

I _ I / d.r à .r âx\ 

(8) / ^/- "" g/_^ ^ ^lIïX V'^'^ "^ ''" "^0 "^ ^' ^/' 

J \ à.rodfodzQ/ 

_ ^ I ( àx_ ^ dy dy\ 

\~dro àfQ dZii) 

Nous reconnaîtrons plus loin que le déterminant 

/ . dx dr dz 
\ dxo cîjo dzQ 

ne peut pas être nul. 

Si donc xo = o, yjo = o, Ko = o, ce qui aura lieu notamment 
lorsque le fluide partira du repos, on aura constamment y == o, 
yj = o, Ç = o, c'est-à-dire que 

a dx -\- i> djr -\- z dz 

sera la différentielle d'une fonction <p de œ, x, z qui, en géné- 
ral, renfermera le temps. 

Soient rfjco, ^Jo, dzo les arêtes d'un parallélépipède élémen- 
taire partant de la position initiale de la molécule m. Ces arêtes, 
considérées comme matérielles, se modifieront pendant le mou- 
vement, et, lorsque la molécule sera venue en (^, jr, z), on 
aura 

Au lieu de Suivant Ojt. Suivant Oy. Suirant Oc. 

dx j ^y j ^^ J 

dxn -- — axo -r — uxq - — a,ro 

OXq OXq OXq 

dx ôf j ^2 j 

''-'■» w.^^'' -d^/^" W.^' 

dx j ày j ^^ 1 

aZo -~ (IZq -r— aZo -r — CIZq 

âZo OZo OZq 



(») En faisant le calcul, il faut avoir soin de mettre en évidence aux 
numérateurs le facteur S, qui se présente naturellement. On voit ensuile 
facilement que le dénominateur commun est S'. 
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La masse du parallélépipède déformé sera devenue ( ' ) 

Or, comme elle était po dx^ djra dzo à Tinstant initial et 
qu'elle n'a pas varié, on a 

/ X / dx dy dz\ 

On voit ainsi que le déterminant S ± ^j r^ ,— ) ne peut 

pas être nul et qu'il se réduit à l'unité dans le cas d'un liquide. 

La forme (9) donnée à l'équation de continuité, ainsi que 
les équations (5), avaient été obtenues par Lagrange. 

Dans le cas actuel, les équations du mouvement d'un fluide 
se réduisent aux suivantes : 

p dt 1 \dx^ dy^ dz^j ôt 2 

' ' dp -^ dp^ dp -1- 

dû ^ dx ^ dy ^ dz 

dt dx df dz 

en désignant par V la vitesse d'une molécule qui, à l'instant ty 
a pour coordonnées x, j, z. 

72. Moiwement permanent d'un liquide pesant contenu 
dans un vase dont la paroi est de révolution autour d'un 
axe vertical Oz. — Nous avons, d'après le n° 225 du Tome II, 

en remarquant qu'ici -^ doit être remplacé par une constante, 

P I / d^^ ^cp2 



(') Soient 

A., B., G., 

A., B„ G„ 

A„ B„ G, 

les projections des arêtes d'un parallélépipède quelconque surO J7, O^, Oz. 
Le volume de ce parallélépipède a pour expression 

A,B,C,-A.B,C.4-A,B,C,-A,B,G.H-A,B.C,-A,B,C,= S(^tA,B,C3). 
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L'écoulement est censé avoir lieu par un orifice horizontal 
résultant d'une troncature au sommet du vase. 
La condition relative à la paroi est 

( 3 ) -^clr— j' dz = o. 

^ ' oz or 

Nous désignerons par po la pression atmosphérique et 
respectivement par les indices o et i les quantités qui se rap- 
portent au bord de la surface libre et à celui de l'orifice. Nous 
aurons, au lieu de l'équation (2), la suivante 

qui deviendra celle de la surface libre en y faisant/; — />o. 
La condition relative à Torifice sera 



(4) À'(^t--2o)= ^( 



_ I / à^^ dr^ 



2\ 1 



Si l'on représente par <z=:/Xr) l'équation de la surface, il 
faudrait pouvoir déterminer une fonction 9 satisfaisant à l'é- 
quation (i) et à celle-ci : 

dz àr '^ ^ ^ 

Comme cette recherche présente des difficultés qui parais- 
sent insurmontables, nous allons, à l'inverse, nous proposer 
de chercher quelques formes de la fonction satisfaisante (i) 
et qui rendent intégrable l'équation (3); l'intégrale sera l'é- 
quation de la paroi. 

(a). La forme la plus simple de 9 est 

hr^ ( hz 

4 \ 2 

a et b étant deux constantes. En désignant par A une autre 
constante, l'équation (3) nous donne, pour celle de la surface, 

(a) r= ■—=--> 

^a ~r- oz 

Nous avons, par suite, 

do Ab 

an 7^=7-" P^"^ Z = Zo, Z= 2,, 

^^ iyja-r- bz 






s 
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et l'équation (4) devient 
d'où 

, 2 /[■2ab-+-b*{zo-i-Zt) — 'ig](a-i-bZ(,){a-\-bzi) 
^=6V b 

On a donc, pour le volume du liquide débité par seconde, 

Q = Tzrl{a-{-bzi) = -j-^ [2ab-hb^(zo-{-Zi)'—2g](a-hbzo)(a-^bzi), 

(b). L'équation (3) pourra encore s'intégrer si -^y -^y 

par suite 9, sont des fonctions homogènes de r et z. 
Nous poserons, en conséquence, 

z=Çr; d'où -p = — ^, v = "' 

or r oz r 

puis 

a étant un nombre nécessairement supérieur à l'unité pour 
que -r^ s'annule avec r. En substituant dans l'équation (i), 
on trouve 

On a ensuite 

(6) { 

et réquation (3) devient 

(3) sî^^^-y 

Supposons qu'on ait pu obtenir une intégrale particulière 
4», de l'équation (5). En posant ^=z\]^i, on trouve faci- 

VII. i5 
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lement, pour Tinlégrale générale de celle équalion, 



[^ - 'fi^4'- 



(7) ^=^A + B 

A el B étant deux constantes arbitraires. 

Pour essayer d'obtenir une intégrale, telle que 4*1, cherchons 
à satisfaire à Téquation (5) par une suite de termes, telle que 

dans laquelle m est un nombre entier positif. En substituant 
el identifiant, nous trouvons 

/^^ A (a — m)î 

( 9) A,„^2 = - __^^— _. A,„. 

Si nous supposons d'abord que m est un nombre pair 
2/2 — 2, nous trouvons 

(10; A,«^(-i)- 1...3...2« ^«• 

En faisant /w = 2 « — i , on obtient 

, ,, , , , [(a — i)(a — 3).. .(a — 2/z -+-i)l2 ^ 

(.«') w.=(-.)"i^ — L.3...(.U.) — ^^'- 

On voit ainsi que ^ sera représenté par deux suites de 
termes dépendant chacune d'un coefficient arbitraire. Mais 
Tintégration de l'équation (3') ne pourra se faire que si ^ est 
composé d'un nombre fini de termes, et il faut alors que a soit 
un nombre entier. En effet, selon que a sera un nombre pair 
ou un nombre impair, on obtiendra une intégrale particu- 
lière 4^* d® l'équation (5), composée d'un nombre fini de 
termes, en prenant Ao = i , A< = o ou Ao = o, A i = i . 

Supposons d'abord a = 2, nous avons 



el 

+ = I A-^B 

L'intégration peut s'effectuer en posant Ç — tango; mais, 



[A-B/^|i^.J(.-.Ç«). 
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comme elle introduit des logarithmes, l'équation (3') ne 
pourra faire connaître r que par une quadrature. 
En prenant a = 3, on a 

L'intégration peut encore s'effectuer par la même méthode 
que ci-dessus; mais on arrive à un résultat encore plus com- 
pliqué. Si Ton prend B = o et si Ton désigne par C une con- 
stante, on trouve 

?!- i ^ 

équation que nous ne nous arrêterons pas à discuter. 

73. Équations du moui^ement d'un liquide en coordon'^ 
nées curvilignes orthogonales, 

(a) Rappelons d'abord, principalement en vue de les com- 
pléter, les formules du titre (a) du n*» 32, [en supprimant la 
distinction entre les caractéristiques ^ etc^, distinction qui ne 
pouvait être utile qu'en entrant en matière : 



(^) 



■.-W: 



dp} âpj dp} _ 



dx^ àjr^ âz^' /^.r* ây^ âz^ 



V àp} "^ dp! 



(c) dni= -j-, 

^ * àx àx ày ày dz dz ' 

, -, dx dx ùy ây dz dz 

dpi dpj dpi dpj dpi dpj 

En ajoutant les équations {e), respectivement multipliées 
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par dxy dy^ dz, on trouve 

(£•) ^ = dr^ ^dr-^ -T-dz, 

^^ h} àpi dpi -^ dpi 

Proposons-nous maintenant de trouver l'expression de 
en fonction des dérivées partielles de œ, j, z par rapport à 

P> pif P2. 

De la relation connue 

co8(N,x) =: cos(Ni, 3)cos(N2, j) — cos(Ni, j)cos(N2, 2), 
on déduit 



h dx li\hi \ dz df ây dz / 



et, en posant 



il vient 






^ _ X /^P* ^P^ 



dr \ dz df 

i ^ \ aX (73 03 ox I 

()3 \ <)/• (^ j; dx ây / 



'~'^'âi) et, de même, 



Si Ton ajoute les équations (/), après les avoir différentiées 
respectivement par rapport à .r, j, z, on trouve 

^ "^ âx \àz àjr ôf dz ) df\dx dz dz dx ) 

d\ /dpi dpi dpi dpi 
(^3 \ 4r (^.r dx dj 



Mais on a 








d\ d\ dp d\ dpi d\ dp^ 
dx ~~ dp dx dpi dx dp^ dx 


dX 

djr •••' 


d\ 

dz " 


m 
• « 
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par suite, 

^'^-TP[di\'d^l^~li^'dF)'^d^^'''^^di^'''^' 

ou, en venu des relations (/), 

_idXrdp^ dp^ ^1_^^ 

^P ~" X (^p [âx^ "^ ^« "^ àz^\ ~ X dp' 



On a donc 



6 '' 



hjii 



A2P = h/ix hi — r — et, de môme, 

op 






A2pi = hhi/i^ 



2 



àpi 



2 



En désignant par ç une fonction quelconque de œ, y, z, 
posons 

A,cp = i/5!T5!TS, 
*^ V <^-^* <^/* <^2« 

(^29 ()2cp ()2cp 

^^ ôx^ df^ dz^ 

Nous ferons d'abord remarquer que les valeurs de A|(p, 
A29 conservent respectivement la même forme lorsqu*on sub- 
stitue au système de coordonnées {x,x, z) un autre système 
rectangulaire {x\x',z') ('). 

(') Des relations telles que 

x' = iPcos(a7, a?') -h y cos(y, x') -\- z cos{z,x') 
on tire 

^ =cos(a7,a7 ), -^ =cos(a7,y'), ^ =cos(a7,z'), 
et Ton a, par suite, 
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Nous avons 



w 



df _ âf^ dp dfu âpi â(^ âp^ 
dx dp Ox- âpi dx dp^ àx 

l ÔZ 



d'où, en ayant égard aux relations (rf), 

On déduit de la première des équations (/r) 

^*? _ ^'? ^P* à^^ dp\ ()'cp (^pl à^ d^p à^ ()'pi <^îp ()*pt 
àx^ "~ (^p* (^07* dpî àx'^ ' ()p| ()ar* ' dp ôx^ dp^ dx^ dpi dx^ 

\dp dpi dx dx dpdpf dx dx dpidp% dx dx / 



et de même 

dv d^ do dv 

tz = 5i^c«s(z,^') + ^cos(^,/) + ^cos(^,y), 

d'où 

d^* d^* d^* d^* d^* d^* 



a 



Nous avons maintenant 

-X = -j-^cos'(a.,a: )+ -i^cosH^,/) + ^cos'(^,V) 

-t- 2 ^^,'^ , cos(a;, a?') cos(a7,y') 

-+- 2 ^7^ cos(a7,y ) cos(a7, z') 4- 2 ^^, J^, cos(a?, V) cos(a7, a?'), 

<^9 _ . 
dz* ' 



par suite, 

c^*çp c^çp d*^ d'fp d'fp d'<f 

dx* "^ dy* "^ 'dz^ " dx'* "^ ôy'' "^ 5?» 
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En ajoutant celle équation à celles qui s'en déduisent, lors- 
qu'on y remplace successivement x par j et z, on trouve 

()p2 * ^pî *<^p| ()p ^^ dpi '''^' ()pî "'^" 

(^p dpi \<^x do: ()/ df dz àz j 

-4- O 1— 



1 <*?t \ / 



dp dpt \ I Op, 

OU, en vertu des formules (d) et (y). 



-h h/ii/ii \ -^ 




— hhji^ 



h â^'^ d(^ hxh^ 




\/ti/ii dp^ Op dp 

et enfin 

{m) A,cp = ///.i//,(^- ^--^ - + — ^^— + — -^_j. 

En ayant égard aux relations (^), on a 

dpi à^ dpi df âpi dîp _ ,9 / àx d<^ âf ôf àz à<^\' 
dx dx df ày dz dz * \ âpi dx dpi dj ôpi dz } 

OU 

dx dx dj df dz dz ' dpi 

{b) Arrivons maintenant au mouvement d'un liquide. Si 
Ton a égard aux valeurs (/) et (m), et si Ton désigne par D, 
au lieu de p, la densité du liquide pour éviter toute confu- 
sion, les équations (lo) du n° 72 deviennent 

^^^ JD-U dt A" àp^-^^'^dpl^^'^dpl 

Id h d^ d hx d^ d h do 

dp h^hi dp ' dpi lihi dpi dpi Mf dp^ ~ ' 

en comprenant dans (p une fonction arbitraire du temps. 
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74.. Mouvement d'un solide pesant dans un liquide pe- 
sant. 

(a) L'expérience nous apprend que, lorsqu'un solide est 
animé d'un mouvement de translation dans un liquide, les 
vitesses des particules fluides deviennent insensibles au delà 
d'une zone cylindrique dont la section ne dépasse pas le quin- 
tuple de la section maximum du corps, normale à la direction 
de la vitesse. 11 suit de là que, si le solide reste à une distance 
suffisante des limites du liquide, comme nous le supposerons, 
la masse fluide pourra être considérée comme indéfinie en 
tous sens. 

Nous prendrons égale à Tunilé la densité du liquide, et 
nous désignerons par M la masse du solide. 

Le liquide est censé avoir été au repos lorsque le corps a 
reçu son mouvement initial. 

Soient 

Cx> Cyî, CÇ trois axes rectangulaires fixes dont le troisième 

est dirigé dans le sens de la pesanteur; 
A, B, C les moments d'inertie du corps par rapport aux axes 

principaux Ox, Oj, Oz relatifs à son centre de gravité 0; 
Vy 4* ^^ vitesse et l'accélération de ce centre; 
n la rotation instantanée du corps autour du même centre; 
Pq la pression sur la surface du corps représentée par 

P la résultante des pressions élémentaires po dtù ; 

Slb le moment de ces pressions par rapport au point 0. 

Comme Ai 9, A29 conservent la même forme lorsque les 
axes coordonnés changent de position, les équations du mou- 
vement du liquide peuvent s'écrire ainsi : 

— o-r ^® * /^?* ^^* ^?*\ 




Les composantes, suivant Ox, des vitesses absolue et re- 
lative de la molécule liquide (.r, j, z) étant respectivement 
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(5) 



<Jcp dx 

^) -r: j nous avons 

dx ai 



dx do 

et, de même, 

dz do 

Dans le système de coordonnées curvilignes orthogonales 
les équations (i) deviennent 

d /i d(^ d /il â(^ d /li <)cp _ 

dp /ij/ij dp ' (^pi /ij/f <)pi dpi h/ii d^p 

Lai formule (g*) du numéro précédent nous donne 

. ^ . 1 dpi _ dx dx dy dy dz dz 

7if W ~ dpi dt dpi ~dt dpi'di 

ou encore 

, _i^dpi _ j_/dpi dx \ _ I./ËP/ ^? _!_ \ 

^"* ^ /if dt ~ h] \ dx dt "+-•••;- h} \ dx dx "^' • 7 

On voit, d'après cette dernière forme, que j- -^ représente 

la composante normale à la surface p/ de la vitesse relative de 
la molécule (^, j, z). 
On déduit de la formule (4)> en ayant égard aux valeurs {i ), 

! i dp _ df^ / dx dj- dz\ 

[ F* it ~'d^^y''Tp'^''yd'p^'''Tp) 

(dy dz\ { dz dx\ / dx dy\ 

I dp^ _ 
h\ dt ' 

I rfpî _ 
h\ dt 
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Occupons-nous maintenant du mouvement du corps M. Si 
Ton remarque que l'accélération ^ du point est la vitesse 
absolue de l'extrémité de la droite 0{^ qui représente la vi- 
tesse i^, que la vitesse relative de ce point par rapport aux 

axes mobiles Ox, Oj, Oz est —^j on a 

-et par suite, pour les équations du mouvement du centre xle 
gravité 0, 

M -^' =- M^ cos(ï, x) -t- M(«^^jr— fiyi^z ) -^- Px, 

(6) /M^^ ^"•••» 



M 



dt 

dvz 
dt 



On a ensuite, pour les équations du mouvement de rota- 
tion de M autour de ce centre, 



(7) 





A§+(C-B)«^«x = ORx, 


) 


" Ut ""• •' 




Vil , — ]— .... 

\ dt 


Nous avons 






Par— //?o(No^)^a>; 



si /7o renferme un terme constant, il disparaîtra dans cette 
-expression. Comme on peut prendre 

dis, = dn,dn,= ^-^^ 



Py . . , 1 2 
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et que 

cos(No,a:) = /iq ^- , 

il vient 

Dans les expressions 

I OXLx= /;?o[2ÇOs(No,j)— jcos(No,2)]rfw 

U\\,y = . • . , 

t/iC'^ = . . . , 

le terme de p^ qui dépend du poids du fluide déplacé dis- 
paraît. 

Comme on admet que toute molécule fluide en contact avec 
le corps glisse sur sa surface, on a, vu ce qui précède. 






p=p. 

OU, en vertu de la première des équations (5), 



(10) 



Par hypothèse, le mouvement du liquide n'est produit que 
par celui du corps, et, par suite, la vitesse absolue de ses 
molécules est nulle pour p — oo, d'où 

Nous allons chercher à satisfaire aux conditions du pro- 
blème en écrivant 

(12) cp = C -^ Xx^x-^ '>^y^y-^ ^z^z-^ Xa:«a:+ DCy/2y-4- <D^sWs, 

expression dans laquelle C ne dépend que du temps, et les dL, 
X que des p/. 
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Ces dernières fonctions, substituées à 9, devront satisfaire 
à la seconde des équations (3). 
La condition (10) sera remplacée par les suivantes : 

àp ~~ dp^ âp ~~ dp dp 

('^> <-5r ' -df= /pourp = p„ 



àp ~~ ' dp 



Si Ton introduit l'expression (12) dans la première des 
équations (3) pour en déduire la valeur de po, que Ion por- 
tera ensuite dans la formule (8), on reconnaît que 



Par ^ — g' K COS(No, X) dio 

( * ^ M -+- une fonction linéaire des 



rfPjr dfl: 



'X u,rix 

• • • ■ • • 



dt dt 

une fonction homogène du second degré de Px-.-'^jc--" 

Le premier terme de Px est relatif à la perte du poids dans 
le liquide comme à Télat de repos. 

(6) Cds où la surface du corps est symétrique par rap- 
port àOx, Oj, Oz. C'estleseul que nous considérerons dans 
ce qui suit. 

La fonction p de x, j, z conserve la même valeur et le 
même signe quand on change le signe de Tune quelconque 
des coordonnées de a?, j, z ou, si Ton veut, p est une fonc- 
tion paire de ces coordonnées; mais-r^? par exemple, chan- 
gera de signe avec x, en conservant la même valeur absolue. 
Les deux premières des conditions (i3), en ayant égard aux 
formules {e) du numéro précédent, peuvent se mettre sous 
la forme 

dt^x àp d(^ox dp ds^ex dp _^ dp 

dx dx df dy dz dz ~~ dx 

) pour p = po- 
d^x àp dSf^ox dp d^x dp _ dp àp 

dx dx dj dy dz dz dz dy 
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et, d'après ce que l'on vient de dire, on est conduit à poser 

en désignant par D^, E^ des fonctions paires de coordonnées 
rectiiignes. On aura des expressions semblables pour les 
autres oA», ÙX^, 
Nous écrirons, en conséquence, 

(j5) (^ = C-hxDx^x-+-X^y^y-^zï>z^z-^fz^xnx-^zxEyny-{-j:xEznz. 

On déterminera /?o en substituant cette valeur dans la pre- 
mière des formules (i). 
Nous avons trouvé 

Px =— //?oCos(Nox)û?w; 

mais, comme cos(No,.r) change de signe avec x, tous les 
termes pairs en x, contenus dans/?©, disparaîtront dans l'in- 
tégrale; il en sera de même des termes impairs en j, z, de 
sorte qu'il suffit de faire dans P^: 

Nous avons maintenant 

01iar= I Poz cos(Noj) d(i) — I poX cos (No^) do). 

Dans la première intégrale on ne devra conserver que les 
termes de po impairs en j, et seulement ceux d'entre eux qui 
sont impairs en z, en raison du facteur z dont ils doivent être 
affectés; parmi ces derniers on ne devra choisir que ceux qui 
sont pairs en x. Le même raisonnement s'appliquant à la se- 
conde intégrale, il suffit de faire dans OïL^: 

,,. [„ drix d\)y dDz dxEy dxEz 1 

(6) -p, ^yz I^E. ^ + ^ ^ .,., + ^ -^ n,n,^ . 

Si l'on porte respectivement les valeurs (a) et (6) dans les 
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formules (8) et (9), on trouve, en désîgnanl par M' la masse 
du liquide déplacé par le corps, 



(9') 



t 
0\Lx= ix 



. dn- 



dt 



^x^y^z-^^xf^ny. 



en posant (*) 



a^ = 



ày df 

, _ /* /'o àx ^àz\iz àz^y 

dz dz 



dpi dp. 



= j YY JZ ^^xdpidpi = I xDxdfdz, 
r ho àx dxJ)y drEz 

-s 

, _ r /iq dx 
J fhh^ dpo 



dpi dp. 



f 



= I X 



dz Dv dzEy ^ , 



'''' \-=IibrjM4-'%)'''''- 



= \ yz'Exix df — z dz) dx. 



ho 



=fyz 



d\>y dbz [ dz 



li% dx dx 



(^5^-^|)^?»^P^ 



SS(-^^^'-^'^">^-^' 



Y 



yz 



dxEy drE- 
dx dx 



(^'S~'IVp*^^' 



dxEy dx?. 



/2 -^ -^{Xdf — zdz)dx, 



(*) Il ne faut pas perdre de vue que Ton a 



h dx 

dpi dp., = diù cos ( No a:) = dy dz, 



h^h^ dp 

K dy_ 
h^h^ dp 



dp^ dp^ = dx dz 
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Nous avons donc pour les équations du mouvement du 
corps 

(M - ni^)^ = (M~]Vr)i?cos(C, .r) 



-+- (M + «a:) Py/îz— (M — a;^) ^'z^y 



(17) </M_^N??^ 



(M _ m,) -^ 



(A — ix) -jf •+- (C — B — Y^) "yi. = Px''r<'=, 
(18) { (B-;^)^+..., 

Les constantes m, i sont de véritables corrections, résul- 
tant de l'influence du liquide, apportées à la masse du corps 
dans son mouvement de translation parallèle à Ox et à son 
moment d'inertie autour de cet axe. 

Quoique les équations (17) et (18) donnent par l'intégration 
la loi du mouvement du corps, le problème n'est pas cepen- 
dant résolu, puisque la détermination des constantes est sub- 
ordonnée à celle des fonctions x\)x, yzY.xy ... qui doivent 
satisfaire à la seconde des équations (3) ainsi qu'aux condi- 
tions (i3) et (i i), fonctions que nous déterminerons plus loin 
dans le cas où le corps est un ellipsoïde. 

(c) Hypothèse d'une translation, — Concevons que le corps 
soit soumis à l'action d'un couple qui détruise à chaque in- 
stant le couple résultant des pressions élémentaires. Le corps 
sera animé d'un mouvement de translation, et l'on n'aura à 
considérer que les équations (17) dans lesquelles on fera 
n = o et qui deviennent 

(17') 



On voit ainsi qu'en dehors de la perle de poids résultant du 
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principe d'Archimède, l'influence du fluide ne se traduirait 
que par des corrections à introduire dans la masse du corps, 
ce qui n'est d'accord avec l'expérience que pour un mouve- 
ment lent de M; autrement l'influence ci-dessus se traduit par 
l'équivalent d'une force proportionnelle au carré de la vitesse (^. 
On peut expliquer a /?r/or/ la différence entre ces deux résul- 
tats. L'Hydrodynamique est essentiellement basée sur la conti- 
nuité et ne peut conduire à un résultat exact que pour un mouve- 
ment lent de M ; mais, lorsque ce mouvementest plusprononcé, 
il se produit, dans la région environnante du corps, des chan- 
gements brusques de vitesse des particules fluides, que l'on 
ne peut faire entrer en ligne de compte qu'en Hydraulique. 

{d) Hypothèse d'un mouvement de rotation du corps 
autour d'un axe fixe auquel Ox reste parallèle. — Soient 

/ la distance du centre de gravité à l'axe fixe; 

à l'angle constant qu'elle forme avecOj; 

m la réaction normale de l'axe fixe sur le corps. 

On a 

riy = Hz = 0, A?^ = /2, Vx'= o^ ^y = — '^^ sin8, Vz = ni cosS. 

La deuxième et la troisième des équations (17), et la pre- 
mière des équations (18), qui sont les seules équations que 
l'on ait à considérer, deviennent 

(M — /Wy)/sin8^ = — (M— M')^cos(ï,j)— (M + ay)/cos8«2— wy, 

(M-~mz)lcos^^= (M-M')5^cos(ï,2)-+-(M— a;)/sin8«2-+-Tîi„ 

(A — ix) -7- =— ?arSin8cos8/2* -H(TîTySino — TîJi cos8)/. 

Si Ton ajoute ces trois équations après avoir multiplié res- 
pectivement les deux premières par /sinâ, Icosà, on trouve 

[A + M/2 - (mysm^ 8 + w- cos^a) /2- /^] ^ 

(^^')< . I 

= (M — M')g'/[cos(Ç, 3)cos8— cos(C,7)sinô] («y-f- oiz)lsm'ion^' 

On voit notamment que l'effet produit par le liquide sur le 
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corps serait Téquivalenl de celui d'une force perpendiculaire 
au plan passant par le centre de gravité de M et Taxe de rota- 
tion, agissant à une distance constante de cet axe, représentée 
par la somme de deux termes dont l'un serait proportionnel à 
l'accélération angulaire, et l'autre au carré de la vitesse angu- 
laire. 

L'observation n'a constaté que l'existence du second terme; 
mais, d'après l'analyse précédente, ce terme serait nul pour 
0^= G, = 90% ce qui est contraire aux résultats de l'expé- 
rience. 

{e) Détermination des constantes qui entrent dans les 
équations du corps lorsque ce corps est un ellipsoïde ho- 
mogène, — Le système de coordonnées elliptiques 



pî pî — ^2 pî — c 

suppose 

9>c>b, pi> b<c, pî<b<Cy d'où p > pi > p^. 
Nous avons trouvé au n° 32 

^î_ p!pM, 

,, ^ (p^-^')(pî~-^^)(^i~^') 

dx X dx X dx X 



(B) 



dp p' dp^ pi apî p,' 

ày^ ^ PX 

dp p2-Ô2' •••' 

àz ^ pz 
dp p* — c* 



• * j 



(C) 



(P*-PÎ)(P'-?I) "'-•••' "' 

VII. 16 
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On déduit des formules (C), 



,^i-=(Pî-Pî)/ 






A, A, ~ 


(Pî- 


M, 


(p._ 


A. 

M, ~ 


(p._ 


Si l'on 


pose 



(p«-6«)(p«-r«) 



(pî-6»)(P5Î-c«)(p|-6»)(p|-c>) 



c»)' 



-^P P«Y (p._/,.)(p._c«)(p} 



— c») 

-6«)(pi-t«)' 



(9.0) 



rfÇ = 



rfÇ,= 



«?;,= 



d? 



v/(p«- 



è')(p« 

dp, 



~c*) 



v/^(pî-6«)(pî-c>) 
^» 

/(Pi-*'HPi-<'-*)' 



la seconde des équations (3) devient 

(21) (Pî-Pl)5+(P'-Pî)^ + (P' 



t,à2l 



Pî) 



àKl 



Si l'on fait Xx=xDj;, • ■ -, ^x =^X^ ^-r» • • • ''^ns les condi- 
lions (i3), que l'on remplace ensuite -r-» ••• par leurs va- 
leurs (B), ces conditions deviennent 



/ dD^ 



(22) 



dDy , p 



-(D. 



— = o> 



à? 



-h-r^ — (Dy— i) 



= o. 






o; 



dp 

dp 



= o, 



i(Ey 
P ' 



;îirïi(^^ 



I) 
I) 



;rrTi(^--^') = 



(Ey+i) = o, 



p* — c' 



-(E. + i) 



= O 



pour p = po- 



i 
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Occupons-nous maintenant des conditions (n) relatives à 
p = 00. Elles se décomposent dans les suivantes : 

// — : = O, n ^ = O, // — r = O, 



dpi 

à?t 



• • î 



• î 



. . . , 



. . . , 



Remplaçons maintenant les ^ et les X par leurs expressions 

dx ôy* 
en D etE, puis -c-> -v-' ••• par leurs valeurs (B); nous obte- 
^ dp dp 

nons 

Nous chercherons à satisfaire aux conditions du problème 
en supposant les D et E indépendants de pt et p-i. 
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Pour p=:oo, on a h = i el h\X, /^ij, ... ont des valeurs 
finies. Pour une valeur extrêmemenl grande de p, les coordon- 
nées X, y^ z sont proportionnelles à p. Il suit de là que Ton 
doit avoir 



dDx 
P d? =*»' 


dDy 

^ dp ""^ 


dD^ 
dp 


Dar = 0, 


D,= o, 


D, = o 


dEjr 

p dp -^' 


dEy 


P ^7^ = <* 


pEx= o, 


pEy = 0, 


pE- = o 



pour p = oo 



Mais, pour une très grande valeur de p, on a dÇrr:-^-, les 
conditions précédentes deviennent, par suite, 



I é/Dx I dDy I dD: 

p ^Ç P û^î 9 < 

(îï3) < ,„ ,„ , > pour p = 00 

'?^_ ldEy_ i dE^_ ^ ^ ^ 

p dx.'""' p a:ç ~^' P rfî ~^ 

\ pEa:=0, pEy = 0, pE2 = 



Les fonctions x^ j, z, yz, zx^ xy^ substituées à <p, satisfont 
à réquation 






et, par suite, à l'équation (21), c'est-à-dire que Ton a 
(p?-pî)5çï-+(P*-Pl)5^-+-(P'-Pî)5çi- =^' 



(pî-pl)^^ + (P*-PÎ)-j^ + (P«-PÎ)^ = o, 



En ayant égard à ces relations, si [Fon substitue à <p, dans 
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réqualion précitée, les fondions ^D^,jDj, zDz, jzEx, z^Ej^, 
^jE^, on trouve 

é/2Dv 2 dr dùy 



éfç» y dl d^ 

d^Dz 1 dz dDz 



dX,^ 
d^E;c ^^ ^ _ 



-t- ■ 


3 dï 


< 


2 


^r^ dEx 


J"2 


àX. 


dK 


2 


dzx 


dEy 


ZX 


dX, 


dK 


2 


àxy 


dEz 



= 0, 



d^E, 
d^E: 



H ^ -^^ = O, 



d^^ xj (^Ç dli 

Or on peut écrire 

les e étant des fonctions de pi, p^; il vient donc 
d^Dx 2 rfp rfDj 



//Ç2 ' p d^ d^ 



X 

= O, 



o, 



d^Dy 2 d\/p^—b^ dDy _ 

d^ 2 çg v/p2 — c^ dPz __ 



dX,^ /(p2_^2)(p2_c2) ^Ç /3?Ç ~ ' 

fl?2Ey 2 rfpv/p2— C2 ^Ey _ 

dti^ '^ p^^ïzr^t dx, di -''' 



dfçî "^p/^_:^2 rfç âfç -''' 

d*oii, en désignant par Hor, . . ., K^, . . . des constantes arbi- 
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iraires, 




dDjr Ho- 

< P*' 

dDy Hv 




\ dD, H, . 


/ / ■. 




N/Ç p« — c»' 



M) 



dEx 

dr; 

dEy 

dE- 



(p'-6«)(p«-c>) 



K,. 



pï(pJ_C>) 



J • 



\ d\ pt(pt_7»î) 

Nous voyons déjà que celles des eondilions (23) qui renfer- 
ment des dérivées sont satisfaites. Nous prendrons main- 
tenant 



Je* dT 
P ^ 



(•25) 



Vp (p«-^»)(p»~cî 



E 



E, 



1 E; 

l 



^*) 



Celles des conditions (aS) qui se rapportent aux ï) sont évi- 
demment remplies. 11 en est de même de celles qui sont rela- 
tives aux E; car nous avons, par exemple. 



P Ej; = Kx — - 

p 



I r? dp 

— I 3 j? 

~J«. (p»-ô«)«(p'-^**)' 



valeur dont la limite est o pour p == oc. 
Les constantes Hx, • . . , K.r, ... se déterminent au moyen 
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des conditions (22). Il nous reste maintenant à déterminer les 
valeurs (16). Nous aurons d'abord (* ) 

nix = l^x f ^ df dz ^ M'Dar, 
1^ = Ear jX^ zdf dx — / z'^y dz dx 

= Ejcï ff^dxdfdz— Çz^dxdfdz\ = Ear(G'-B';, 

en désignant par B' et C les moments d'inertie du liquide dé- 
placé par rapport à Oy et Oz, 
£n remarquant que 

d^ _ rfDv d^ ^R- _ dEz dp 

dy "" "rfp" dy' dy " dp dy ' 

il vient 
On déduit de la première des équations (19) 

dp I y 



dy .r* r* 2* p(P* — ^*) 



Après avoir porté celte valeur dans l'expression de ocjc, on 
remplacera x par sa valeur en fonction de x> ^» déduite de 
réquation précitée, et Ton n'aura plus qu'à effectuer deux 
intégrations pour l'étendue de la surface. 
On pourra aussi poser 

X = p sin6cos<^, j = /p2— ^=«sin0 sini];. z = /p* — c* cos0, 
dydz = — /(p*— ^*)(p»— c») sin*6 cos^d^, 

et les limites des intégrations seront o et tt pour 6, et 0,27: 
pour ^. 
On déterminera de la même manière oc'^y p^» yx, «/, ocy, 



( ') II ne faut pas perdre de vue que les D et E et leurs dérivées par rap- 
port à p sont constants pour la surface. 
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(/) Le corps est une sphère, — Supposons que, pour l'el- 
lipsoïde, on ait obtenu une intégrale de la forme 



Jf^9^ 9U Pî, ^» C)rfpi«?pj, 



Tintégrale s'étendant à la surface entière de Tellipsoïde. Pro- 
posons-nous de déterminer la forme que prend cette intégrale 
lorsque l'ellipsoïde devient une sphère. Nous poserons b = ec, 
et nous remplacerons les variables pi, p2 par les variables 

^ c te 

Pi pj 

puis, dans les résultats de la substitution, nous ferons e=:o, 
(7=o. On voit, en effet, que la deuxième et la troisième des 
équations (19) se réduisent respectivement à celles d'un cône 
de révolution autour de l'axe Oz et d'un plan passant par cet 
axe. Toutefois, cette observation est ici sans importance, at- 
tendu que nous continuerons à ne considérer que les secondes 
expressions des valeurs (16), oii p\ et p2 n'entrent pas explici- 
tement. 
Pour 6 = 0, c = o, les formules {1^) et {1^) donnent 

rfD^ Ho: 

dp p» 

—j — = — r-> • • • » 

dp p« 

5 p* 

En substituant dans les conditions (2-2), on reconnaît que 
tous les H ont la même valeur 

et que les K sont nuls. 11 résulte de là que les m ont pour 
valeur 

M' 

(26) m=-^-y 

1 
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que les autres constantes (16) sont nulles. Les termes relatifs 
à la rotation disparaissent^ ce qui devait être; de sorte qu'il 
suffît de supposer que la sphère n'est animée que d'un mou- 
vement de translation, et Ton retombe sur une question qui a 
été traitée plus haut. 

(g") Pendule terminé par une sphère. — En désignant 
par B récart du pendule par rapport à la verticale de suspen- 
sion, la formule (18') donne, en ayant égard à la valeur (26), 

Ta -f- /^M -H ^ ^ /«l ^ = - ( M - M' )gl sin 0. 

En désignant par ^, X' les longueurs du pendule synchrone 
dans le vide et dans le liquide, on a 



A+fjVf-h-V* 



~ M/ ' ^~ (M — M')/ 

M' 

Si l'on suppose que ^ soit assez petit pour qu'on puisse en 

négliger le carré, on trouve 

en posant 

/ 

V = H C-. 

2/ 

Ainsi le liquide a pour effet d'augmenter la longueur du 
pendule synchrone d'une quantité proportionnelle au rapport 
de la masse du liquide déplacé à celle de la sphère. 

De ce que X>> /, on a v <;| = i ,5, tandis que, d'après les 
expériences du général Duchemin, dans l'eau, v serait compris 
entre 1,6 et 1,7. 



§ 11. — Des ondes liquides, 

75. Lorsqu'on agite Teau en un endroit de sa surface, on 
voit aussitôt se former des ondes qui se propagent circulaire- 
ment autour d'un centre et qui sont dues aux élévations et 
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aux abaissements successifs du fluide au-dessus et au-dessous 
de son niveau naturel. 

En supposant que les vitesses des molécules liquides soient 
très petites à Tinstant initiai et qu'elles continuent à rester 
assez petites pour qu'on puisse en négliger le carré, et en di- 
rigeant l'axe Oz dans le sens de la pesanteur, nous avons, 
pour les équations du mouvement du liquide, 

P ào 

— = /T^ r- > 

(I) / ^ 

L -1 i. _; ». = o 

ôx^ dj-i dz^ 

Nous ferons coïncider le plan ^Oj avec le niveau statique 
du liquide. 

Si nous suivons une molécule dans son mouvement, la 
première des équations (i) nous donne 

\ dp _ dz d^o ()*9 d.r d*(^ df d*o dz 
'ç^'di ~^cù'~^ ~dt^ ~~ dtdx dt ~" dfdy Ht ~ dt dz dt 

do â^o d*ç do d^o do d^o d(^ 
~^dz ^ ~ dtdx àr dt df d? ~^ dt dz dz 

'^^dz~dt^~'^di [dr2 '^ dy^ '^ dz^ \ 

ou simplement 

I dp do d^o 

^ ^ p dt ^dz dt^ 

La pression restant constante à la surface, nous avons la 
condition 

do d^o 

La profondeur h du liquide étant supposée constante, on 

devrait avoir -^ =zo pour z = h. Mais, pour nous rapprocher 

des conditions de l'observation, nous admettrons que celte 
profondeur est assez grande par rapport à l'étendue des oscil- 
lations des molécules liquides, pour que nous puissions la 
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considérer comme infinie. Nous aurons donc celle seconde 
condilion 

d(ù 

(4) ^ ~ ^ P^"^ 3 = 00. 

Si nous désignons par M une fonclion du lemps, el par m^ 
n, a, p qualre conslanles réelles arbilraires, la seconde des- 
équalions (i) et la condilion (4) seronl salisfailes par 



cp = Me-*v''«'-+-'»'cos/w(a7 — a)cos/i(j — p). 

En porlant celle valeur dans la condilion (3), nous trouvons- 

d'où 

M = A,„,« sin t vÇ ym> h- //« h- a';„,;j cos t \J^ ym'^ -h //* , 

Am,/i, Kn,n élant deux nouvelles conslanles arbilraires. 
Nous pouvons donc écrire 

X cosm(a7 — a) cos/i(.r — p), 

expression dans laquelle le signe 2 s'élendra à loules les va- 
leurs possibles de /w, /i, a, (3, Km,ny A^,«. Comme celle valeur 

salisfail à la condilion -y- = o, quel que soil z, on voil qu'une 

molécule éprouve la même pression pendant toute la durée 
de son mouvement. 
Nous supposerons que les vitesses initiales sont nulles, ce 

(*) L'équation (3) étant satisfaite^ quel que soit Zy on a 

'dt^ ~ dt^ dz ~' g 'di^' 
ou, en vertu de la seconde des équations (i), 






équation due à M. Boussinesq et qui a servi de point de départ à ce savant 
dans ses recherches sur le mouvement des ondes liquides. 
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qui aura lieu si, après avoir enfoncé un corps solide jusqu'à 

une certaine profondeur dans le liquide (laquelle d'ailleurs 

doit être très faible, en raison de l'hypothèse que Ton a faite 

sur la grandeur des vitesses) et, après avoir donné au fluide 

le temps de revenir au repos, on retire subitement le solide 

pour abandonner le liquide à l'action de la pesanteur. La con- 

1... à(i> do do 

dition que ^ = o, ^ = o, ^ = G pour tz= o exige que les 

Am,n soient nuls, et l'on a alors 

(5) cp = 2^V'«'+«*A,«,„sinfv/^v//722-t-/22cosm(ar— a)cos/2(j— P). 

Soient z' l'ordonnée du point (.r,j) de la surface à l'in- 
stant t; z'o sa valeur pour t= o : l'équation (3) peut se mettre 
sous la forme 



d'où 






(6) g^'=(^4 

et 

(7) )/gz'Q = 2 ^m^-^-n^ Arn^n cosw(.r — a) cos/2( j — P). 

Pour toute l'étendue du contact du solide et du liquide, z'f, 
sera une fonction donnée /(.r,j); d'où 

(8) z'o=f(^,X) = -^ 2 v^m^-h ni Am,n C08m{x — a) cos/i(jr — P); 

en dehors de cette étendue, z'^ sera nul. Comme on le verra 
ci-après, la relation (8) permettra de faire disparaître les arbi- 
traires que cp renferme. 

76. Mouvement du liquide lorsqu'il est contenu dans un canal 
DONT LA longueur EST INFINIE. — Nous supposerous quc : I** les 
parois latérales sont verticales; 2° le plan œOz est équidistant 
de ces parois; 3° l'ébranlement initial est tel que les molé- 
cules fluides n'éprouvent pas de déplacements parallèles à 
Oj : c'est ce qui aura lieu si le solide partiellement immergé 
est un cylindre transversal. 
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Comme 9 est indépendant de 7, on devra faire, dans ce qui 
précède, n = o,f(x,x) =J{^), et l'on aura 

i? = ^e-^^Am sint ^mgGOSm(a: — a), 
/(•2^) = — :^ / /mAwCOSm(.r— a). 

Une formule de Fourier donne 

(2) /(j?) = - / dm lf(aL)GOsm(a: — (x)dci, 

ilntégrale relative à a se rapportant uniquement à la largeur 
de la zone superficielle de l'ébranlement. 

Si Ton désigne par 2/ cette largeur et si Ton fait passer Oz 
par son milieu, on peut écrire, en remplaçant le périmètre de 
la section du segment immergé par sa parabole osculatrice et 
en désignant la flèche par h, 

(3) .■„=/(x) = /,(^'). 
On remarquera que 

(4) û= r fi^)"^^ 

est Taire de la section immergée du cylindre. 
En identifiant les valeurs (i) et (2) de/(x*)> on trouve 



Am= -^dm 

'^ yfm 



et Ton a, par suite, 

(5) <p= *5 Cdm r /(„)«-«. ^^C08m(x-a)rfo<. 

Posons 
et 

A- = z-\-i{^x^ a) = r(G08^-hisin^)y 

(6) { k' = z — i(x—(x) = r{cos^'-iiiïn^), 

« 
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Comme tout esl symétrique par rapport au plan ^Oz, il suf- 
fira de considérer le mouvement de la masse liquide située du 
côté des X positifs. 

En remplaçant, dans la formule (5), cos/w(j? — a) par son 
expression en exponentielles imaginaires, on trouve 

On a 

OU, en faisant l^ = vt. 



(8) Y='-^f- f 



e * * dv 
'0 

OU encore 



Y= -^-2.(C0S<^ — /SIIHJ^) / C *'• ^ ^ dv 



(COS' 



4- ï sin 



(') Soient 6 un coefficient réel, a une constante positive ou bien imagi- 
naire, mais dont la partie réelle est positive. Si l'on difTérentie par rapport 
à bf l'expression 

f e-^"* sin bu. du 


et que Ton intègre ensuite par partie par rapport à u, oq trouve 

-7T — f C-""' cosôa.wrfu = l — i-hbl e-^"^s\n bu. du] 

db Jq ^cl\ Jq J 

ou 

dY bY I 

-— H = o. 

db 7a la 

On déduit de là, en remarquant que Y est nul avec 6, 
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On a, de même, 

Y'= / e-^'ti sinut ^g du 

= -î^(cos<^^-^sm<^) / ^ */- <^<»* v j cos n^— ^^ — j-^ ^ 

^ , sin |^^-A___^ — ^Jj^^'; 
par suite, 

H- siinj^ sin î^ — 1 — — i ï { dv, 

et, en remarquant que cos^= -. %\x\^ = , on obtient 

finalement 

-^(.r-a)sin|^î2 __^ Jj,/a, 

A la surface, ou pour ^ n= o, on a r == x — a, et 
= ^1 dv I -^ ^ ^sin^-^ e^a; 



d'où, en vertu de la formule (6) du n° 75, 






Comme une intégration par partie donne 

; sin ^^-^ ^ dv = — 2 / p» cos v-^ rfi>, 

Jo 4(«^— a) •■i(-^—a;*/o. 4(-t' — 3c; 

l'expression ci-dessus se réduit à 

(lo) 2'= 5- ; dv I '^ ^ cosS-77^ r^a- 
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En identîGant cette valeur à celle que l'on déduit de l'équa- 
tion (5) [eu égard à la formule (6) du n® 78], on trouve 

/ f{oi)da j cos m {x — a) cos i ^mg dm 
gt^ r'r, j r* stH\ — v^) dv 



a) (x — a)»' 



d'où 



(■I) 



J t.' 



COS/w ( X — a ) cos t >Jmg dm 






Premiers mouvements du liquide à la suite de l ébran- 
lement. — Si ^ est suffisamment petit, et si l'on considère des 
molécules suffisamment éloignées de l'ébranlement, la quan- 

tité ^ sera petite et Ton aura 



e ** 



-?^<'-'")-^7!ï(sy(-''*)'-- 



En portant cette valeur dans la formule (8) et posant 

A«= / (i--p«)"rf(', 
on obtient 

Mais on a 

Ao= I, 

A _^Z?_ A 

a// -t- I 



V-iA5 
"■ ik 



d'où 



. _ 2«(l .2.3. . ./î) 

1.3.5.7. . .(a/i -t- i) ' 



par suite, 

2A: L 1.3 2^ 1.3.5 \2A:/ •••J- 
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Si Ton remarque que 

Texpression précédente devient 

Y = -^ cos^l» — isin^ ^ — (cos a^l — i sin a ^) 

ar ^ ^ 1.3 a r^ ^ ^ 



ar L 



— ^— r (cos 3 4» — i sinS <];) . . . 

I . O. J 



et l'on obtiendra Y' en y changeant le signe de /. On aura 
ainsi 

(a) Y-^F= ^[cos^ ^^'cosai}/-:- — ^— C^Vcos3i];— . . .1 . 

rL i.32r ^ 1.6.5 \ir J ^ j 



La formule (7) ou 



-*?//' 



fera ensuite connaître le développement de 9 suivant les puis- 
sances de t. Mais ce développement sera en défaut dans l'éten- 
due de l'ébranlement; car r, qui se réduit k x — oc, s'annulera 
entre x=^— l ei x = /. 
S'il s'agit d'un point assez éloigné de l'ébranlement pour 

/ a 

qu'on puisse négliger -? par suite — » devant l'unité, les va- 

X 



leurs r = \/z^ + x- , tang^» = - devenant indépendantes de a, 

rintégration pourra s'effectuer dans la formule {b) et, en se 
rappelant la signification de Q, on aura 

Quelque petit que soit t et quelque grand que soit r, les 

vitesses -r^> ~ auront des valeurs finies; d'où il suit que 

l'ébranlement se transmet instantanément dans toute la masse 
fluide. Si Ton veut connaître la loi du mouvement aux pré- 
vu. 17 



258 HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE VIII. 

miers instants qui suivent l'ébranlement, il suffit de s'arrêter 
au premier terme du développement de 9 ou d'écrire 



d'où 

d^ _ 
àx 



? 


^Q z 






iQ^t 


zx 


Q^St 


sinat)^ 


t: 


(5»H-A'«)> 


Tt 


r» 


iigt 


.r2 — 32 


12^^ 


C0S2<{y 



Iz ~ TT (S^'-r-X»)-^ ~ TU r» 



et, pour la vitesse résultante, 



Tcr* 



Lois que suit le mouvement lorsqu'il est sur le point 
de s'éteindre. — C'est ce qui aura lieu au bout d'un temps 
considérable. 

En faisant i — v'^z^u dans la formule (8), on obtient 



,1 



'/ 



K/« tt 



i^ Ê C 



Si l'on pose 



on a 



cos ^ \ , — i Sin 2-A-_ -' 

4 /'« 4 r« J 



Si on laisse de côté le cas où ^j; est très voisin de 90», e"'* 

devra être considéré comme une petite quantité. 

En intégrant par partie et remarquant que le développe- 

1 
ment de (i — uy est encore convergent quand m = r, on a 

Jf du=-~QL [ — i-h/w / €-'^^^\ — udu\ 

J L 2 i.2\2/ 1.2.3. ..;> \2/ 



du. 
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Si Ton intègre par partie, on trouve 



Ap= / e-ff^^uP du— ^~ ( e-'« — /? ( e-'««w^-i du\ = 






/// m 

et Ton a, de plus. 



m m 



En limitant le développement ci-dessus à un nombre res- 
treint/? h- i de termes, on pourra calculer A^ en négligeant 
^-"*, el Ton a alors 



. r .3. . ./> 



par suite, 



r «-'«« - î r I 1.3 r.3.5...(2D — 3)1 

/ -,z=du= - \\-\ h -+-... H -^r 



Il vient donc 



'"^D-i^-Kl^)'— *■■" •>''-'>(f-)'] 



ou encore 



\ \ 1,1* /îA/*\^ T 

= — 7= iH :^(cosib 4-isind;) -hi.3 ( — r ) (cosad; -+-/sin2<V) -h. .. 

On obtiendra Y' en changeant le signe de t dans cette ex- 
pression, et Ton aura 

Y-hY'— -^ i-h ^cos«!; -^ i-3 ( -^- ) cosad; -h... . 
fv/^'L ^'* V^'V "^ J 

Si l'on considère une molécule assez éloignée de l'ébranle- 
ment pour qu'on puisse négliger — devant Tunité, les quan- 

ou 

tités ret 4* devenant indépendantes de a, la formule (6) de 
Tarticle précédent donnera 

9 = H -r-^ -hl.3 ( — r ) C0S2U^ -+-... 

2Û r 1Z Ï2 . , ,. 1 



26o HUITIÈME PARTIE. — CHAPITRE YIII. 

En parlant de là, on voit que ^ est négligeable devant 

-5^- Comme la vitesse 
oz 

réduite à son premier terme, est positive, le mouvement final 
se fera dans le sens de la pesanteur. 

Propagation des ondes à la surface, — On déduit des 
formules (lo) et (3), en substituant m à (/, 

Dans le voisinage de l'ébranlement, z' ne présente rien de re- 
marquable; c'est seulement dans la partie qui en est éloignée 
que la propagation se fait suivant des lois régulières. Nous 

supposerons donc que - ; par suite — est très petit, ce qui 

permettra de remplacer {x — aY par x-. En ce qui concerne 
le cosinus qui entre dans l'expression de z', on remarquera 
d'abord que l'on a à peu près 

/5^/2(i — M«) f;t^{\ — u'^) gt^(i — u^)a 

= -^— ^— ^^— — — {— — • 

4(.r — a) 4*^ 4*^ ^ 

Si l'on désigne par n le plus grand nombre de circonférences 
contenues dans ^ — ^ on pourra écrire 

^ — ^ .='inTz-\-t, 



e étant inférieur à 27:, et l'on aura 

cos (artir^-h e)- I — sinssin 1 (2/27: -4- e)- 

ou, à peu près. 



St'^i\--lJl>) 

cos ^7-^ = COS£ 

4(j: — a) 



COS^r^ :- = cosecos(2/^7c- j — sittE siii ( «i/Zir - j. 



41^ — a) 
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s^t^ ce 

Si y— j par suite /i, est assez petit pour que inr.— reste 

très petit, la valeur du second membre de l'expression précé- 

dente se réduira très sensiblement à cose^cos ^ — —, ; en 

d'autres termes, on pourra négliger ac devant x sous le cosinus 

delà valeur de z'. Mais, si ~ — est suffisamment grand, le sinus 

ou le cosinus .de a/i?:— pourra devenir du même ordre de 

00 

grandeur que sine ou cose, et il ne sera plus permis de né- 
gliger - sous le cosinus de z'. Nous avons donc deux cas à dis- 

X 



S^ 



tinguer : 
Premier cas : ?— n'est pas très grand, — On a 

(i3) I -/ 



Si Ton pose 



I cos ^2— ^ ' du. 



A2«= / {i — u*)^^ du = -—-z 77-—- 

J 1.3.5. ..(4«-f-i 



)' 



on trouve, pour le développement en série de z' suivant les 
puissances de ^, 

.-= i^ f Ao-^'(f )V -^ ffT- -^J^(p) V...] 

Sitx* L '^\^^/ 2.3.4 \4'ï^/ 2.3.4.5.6 \4'2^/ J 



ou 



3TC^f2 \2a:/ ^ I.3.5\2J7/ 1.3.5.7.9 \2J7/ J 

Si Ton s'en tient au premier terme de ce développement, qui 
est positif, on voit que, à une distance sensible de l'ébranle- 
ment, le liquide commence à éprouver un abaissement au- 
dessous du niveau et que cet abaissement est proportionnel au 
carré du temps et en raison inverse du carré de la distance à 
l'ébranlement. 
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L'équation ^-^ — o déterminera , à un instant donné, les 

points les plus hauts et les plus bas de la surface, points qui 
seront les sommets des ondes qui se propagent. Si Ton pose 

'IX I 

cette équation devient 



1 1.3.5 ' 1.3.5.7.Q 

(i5) < ' ^ 

-LC _j_ L. ^ . . = 01 

1.3.5.7.9. II .i3 I .3.5.7.9.11 . i3. i5. 17 

ses racines réelles et positives p\i piy - -y dont le nombre est 
infini, forment une suite croissante; mais on devra rejeter 

celles qui sont trop grandes, puisqu'on a supposé que y—» 

par suite /?, était une petite quantité. 
Pour une racine quelconque />/, on a 

(16) x= ^^^ 



sipi 

Le mouvement apparent de chaque ordonnée maxima, posi- 
tive ou négative, sera donc uniformément accéléré et sera in- 
dépendant de l'ébranlement. La distance horizontale de deux 
sommets consécutifs ou longueur d'onde a pour expression 
générale 



■^ \^Pi s/¥^y) \ V 



Pi-¥\ 



On voit que celle longueur varie proportionnellement au carré 
du temps ou à la distance à Tébranlement. D'après la for- 
mule (i4), l'inverse a lieu pour les hauteurs maxima. 

Les ondes correspondant à /?i, /?2, Pzy • . • sont de moins 
en moins rapides, et nous avons, pour les deux premières, 

P\= 9^4482, jF = o,3253^, z' — ^,^111—^^= 0,5982-, 

2 gt X 

/?2=7i,5, J7 = o,ir83^— ? r. =— 25,ii4 —5= — i,45i2 — 

2 gt^ X 
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g1^ 



Second cas : y — est très grand. — L'équation (la) peut se 
meure SOUS la forme 



cos ^-r^ — V du 

i{x — a) 



= — 7^ I {P—aL^)doL---^ — - / cos^Vr du-- cos^VT T^^" 



Si nous posons 
nous avons d'abord 



gt^ __ 



4(J7 — a) 



m. 



(e) 



cosm{ï— 'U'^) du = cos m I cos mu^ du -\-sm m j sinmu^du 



= -{/- 

1 y im 



(cosmn-sinw) (i). 



En iniégranl successivement par partie, on obtient 



/ 



, 9^du 

smmii — u^) -— 

u^ 



if) 



/oo 
cosm{i—r u'^)du 

= - I cos/w(i — «2) — — 1 

2jj ' u -^rnj^ 

= / \i "- / ^ / COS/77(l — W*)—- 

I 3.5 /•• . , ^.du 

= / Tx -^ / ^ / smm(i — w«) — 

I 3.5 3.5.7 /•" , ,,«?« 

= / ^ — / ^ + / 7l I cosm(i — M*) — - 

(2/n2) (2/w)^ {imY J^ ^ ^ w» 

I 3.5 3.5.7.9/'". , «s^w 



(2/W, 



(2/w)2 {im)'* 

1 3,5 3.5.7.9 

(2/w)2 (2/?2)* "^ {imf 



• • ■ t 



(') En posant u = 4/ — ^ y, on a, par exemple, 

/ cos mw du = i/ / cos — "^ = - 4 / — 
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En ayant égard aux valeurs (e) et (/) et à celle de m, on 
trouve 

COS ^—^ r du 









O7) \ = — - 3 h^s 77-^ : + sin— -^ -^ 



4 3.5.42, ,, 3.5.7.9.43, 



b 



Si f est suffisamment grand, on pourra négliger ses puis- 
sances négatives, et, en se rappelant que - est censé une pe- 
tite fraction, l'équation (12') deviendra 

// — 

j ' x\ iA.r L M^x — a) 4(^ — a)J 

D'après ce qui a été convenu, la quantité 

4'^ 4-^ -^ 
a une valeur quelconque, et l'on a 



X\ IX \ Ix 

Si Ton pose 

a = /p 

et si on néglige les termes de Tordre -> on trouve 

2 = <2 |_ yç»* 

4(a: — a) 4x ^ ' 

il vient alors 



(cost sin^j / (i — p«) sinyp.rfpl. 



La seconde des intégrales de z' est nulle, puisque ses élé- 
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ments sont deux à deux égaux et de signe contraire; la se- 
conde se réduit facilement^ et on a finalement 



(>9) 2'= -7 i/-— (siny — Y cosy) (cosf— -+-sinf- j. 

expression qui devient nulle pour x=nooou^ = oo, ce qui devait 
être. 
Si nous posons 

Il h / 1 1 st^ **■/' 

-T l/-^^(âinx — y cosx) = X, cos^ r-sin^ = T, 

nous avons 

z' =-- XT. 

La fonction T est périodique et son maximum d= yji a lieu 
quand j— est un multiple quelconque de ::, augmenté de - • 

De ce que -. — est très grand, T varie très rapidement et passe 

dans un temps très court t d'un maximum positif à un maximum 
négatif. En négligeant r^, on a 

^X ^X IX 

t 

ou, en exprimant — au moyen de %, 

7rv/2 

Pendant cet intervalle, x et X ne variant pas sensiblement, on 
peut se représenter chaque point de la surface comme exécu- 
tant, dans le sens vertical, des oscillations dont la durée estr 
et dont Tamplitude varie très lentement par rapport à cette 
durée. L'amplitude sera !2^/2X et variera en raison inverse de 

six. 

La fonction T varie aussi très rapidement par rapport à x\ 
ses maxima positifs et négatifs se succèdent alternativement 
à de très petits intervalles dans toute l'étendue de la surface; 
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les uns répondent aux ondes tracées en relief et les autres aux 
ondes tracées en creux^ et la petite distance X entre deux som- 
mets consécutifs peut être prise pourla largeur d'onde. En né- 
gligeant 1^, on a 



= TC, 



4^ Hx-i-'k) 4'^' 
d'où, en exprimant — au moyen de x, 

1 — ^^ 

Comme on le voit, cette largeur varie avec le temps en un 
même point et d'un point à un autre au même instant; mais 
elle reste la même toutes les fois que la durée t l'est aussi, et 
l'on a 



-/ 






Les racines positives de l'équation X = o ou 

(a) tangx— X = o 

détermineront à chaque instant des points de la surface qui 
n'auront aucun mouvement vertical et qu'on pourra regarder 
comme des espèces de nœuds mobiles à cette surface. L'es- 
pace compris entre deux nœuds consécutifs, forme un groupe 
d'ondes que l'on peut considérer comme une seule onde den- 
telée qui paraît se mouvoir, en s'élargissant, en raison de la 
différence des vitesses des deux nœuds qui la terminent. Pour 
une racine quelconque Xi ^® l'équation (a), on a 

(a') a:=-i/^, 

^V Xi 

et le mouvement de chaque nœud est uniforme. On a, pour 
les mouvements des trois nœuds qui vont le plus vite, 

Pourx^= 4,4934 a:=o,2.35gts/gl 

» X2= 7,7248.... ^ =o,iy^ t\/gl 
» V =11,0014 X =o,i5oy t\^gl 
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Si Ton veut connaîlre, à un instant donné, les points de la 
surface qui font les plus grandes oscillations verticales^ on 

a, pour les déterminer, l'équation — — o, et en remarquant 

ày 27 .... 

que 3^ = -y celte équation devient 

ox X 

(p ) Ux*~ 9) tangx-+- 9X = <>• 

Elle n'a pas de racines réelles entre o et f; si x>i, elle ne 
peut en avoir que dans les quarts de cercle de rangs pairs, 
et elle n'en a qu'une seule dans chacun de ces quarts de 
cercle. Pour une racine quelconque x'^, on a 

On voit ainsi que les points maxima des oscillations se meu- 
vent uniformément avec une vitesse qui, comme pour les 
nœuds, est proportionnelle à \/L Mais, comme x <Xr ^^ P^*^" 
mier maximum précède le premier nœud, ensuite il y a un 
maximum entre le premier et le second nœud et, générale- 
ment, un maximum pour chaque onde dentelée. C'est à ces 
maxima qu'il convient de rapporter le mouvement de ces es- 
pèces d'ondes. Ainsi la vitesse d'une onde dentelée sera pour 
nous celle qui correspond aux plus grandes oscillations verti- 
cales. 

Soit K — 2 V/2X l'amplitude qui correspond à x = x'- On a, 
en substituant dans X les valeurs de sinx]., cos x'. déduites de 
l'équation ((3) et la valeur ((3') de^, 






3 

1? 



^T. V gt' v/(a5(.;«_9).-+8ix;' 



La fonction 



3. 

X* 



/Ux'-9)*+8iX' 



croît à partir de x ^ o jusqu'à la plus petite racine x de l'équa- 
tion (P), puis elle croît ensuite indéfiniment à mesure que % 
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augmente. II suit de là que les deux premiers maxima sont les 
plus grands et que, vu la valeur (i8), les autres forment une 
suite décroissante dans le sens où ils se rapprochent de l'ori- 
gine des ondes. 
On a 

1° X\ =1,8359, 

d'où 

X = o, 36^1 t\/gi, K = 2,3527//^/— =i,4293//4/-, 

X= 1,7118/, T= 2,31914/-; 

* O 

a" X', = 5,8958, 

d'où 



'2 



X = Oj'koSyt^gL K = 0,6878// 1/ — = o,3i2i// i/ -9 

X=o,533i/. T = I j2938 v/^/: 

3^* X; =9,1861, 
d'où 

X = o,i6igt\/gl. K= o,4o3o// 1 / — - = o,285o// i/~ , 

X =0,3420/, T = i,o364l/-; 

4° X;= 12,3872, 
d'où 

X = o, 1421 r v4"/, K = 0,2741 // \/— = o, 1938// 4/ - , 



X — 0,3420/, 



= 1,0364^1 



77. Mouvement du liquide lorsque le niveau est indéfini en 
TOUS SENS. — Reportons-nous à la formule (8) du n^ 75. Nous 
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avons, par une extension de la formule de Fourier {*), 



d'où, par comparaison avec la formule précitée, 

^'«'« = ~ï v=V^"=i ^^ dnf(a, ^)da d^, 

et la formule (5) du n« 75 devient 






^y J/(a» P)sinr y/^ y/w«-i-/j2 cos/w(^ - a) cos/2(j — p) rfa rfp. 

« 

En posant 

j/w=MCOsw, /2 = «sinw, 

f .r — a = pcos0, ^— p = psin6, 

on devra, dans la formule (i), substituer udùidu k dm dn et 
les limites de «, w seront respectivement o,oo, et o, -: on 
obtiendra ainsi 



71 



v^ 



27cVo '/, JJ (-hCOS[«pco8(a>-i-0)]\ vt, V t^ 

Cette valeur est indépendante de l'angle B que l'intégration 



(*) En considérant y comme un paramètre arbitraire, on a 

f{x^y)=- I dm I /{(Xjy) cosm{x — 0i)djL, 

et de même 

fioLyy)^- '-J^'^dnJ^/{0L,?)cosn{y-^)d?, 

d'où la formule du texte. 
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par rapport à ai fera disparaître, car on a 



2 



3û / I cos[«pcos(a> — )] -f- cos [« p cos (to H- 6 )] j <f u> 



•JC 
W — — 



= j — cos[««pcos(a> —0)] H- cos[«p C0S((O -4-6)] I * = o 



a) = 



11 est donc permis de faire Q = o, d'oii 



7t 
3 



(3) cp = ^ / du j e-^^ cos(upco8oi)d(ti I j f{%^^)^mt ^gu.y/uddd}. 



Posons 



7£ 
100 ^i 



rf/^ / e-«- COS ( « p COS U)) c?a) 

(.1) ( " "^ 

= / fl?a) / d~«2C0S(«p COSw)rfw. 

Une double intégration par partie donne 

Jer^^CO^iup COSw) </w = — -z r— 
^ ^ ^ ' Z^-h p*cos2to 

par suite, 

„ r^ d(j} 7c 

(5) Z = ZI r— = ; 

Je 3«-r-p2COSÎtO ^V^^-^-p* 

On remarquera que la formule (4) conduit à 



ir 



W'* rftt / e-"^ COS (U p COS 0)) C?U) = (— I )'* -r-^ • 

La surface immergée du corps solide peut être considérée 
comme se confondant avec son paraboloïde oscuiaieur 

^'0 = /'(«- ^ -f!) =/(-^'^)^ 

h étant la flèche et / > /' les demi-axes de la section ellip- 
tique k fleur d'eau. 
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Soient A, B le volume et le moment d'inertie par rapport à 
Oz du segment solide immergé; on a 

( Jjf{^^X)dxdx = k, jjf{x,x){x^-^jr^) dxdy = B, 

i { if{^x,y)dxxdjr^o, \ \f{x.y)ydxdy=o. 

Premiers mouvements du liquide à la suite de r ébran- 
lement. — Si, dans la formule (3), on substitue le développe- 
ment 

^ ^^ ^°. a. 3 ii.3.5 ' 

et, si Ton a égard à la relation (6), on obtient. 

D'après la valeur (5), la série entre crochets sera d'autant 
plus convergente que sera plus petit. Mais, quelque 

petit que soit t, la série sera en défaut pour des points de 
l'étendue superficielle de l'ébranlement; car, comme z = o, 
p s'annulera dans celte étendue. 

S'il s'agit d'un point situé à une grande distance de l'ébran- 
lement, on peut négliger a, (3, respectivement devant x ely, 
et, si l'on pose 



on a 

(5') 

11 vient alors 



TT 



I^Z^ 



Agt/âZ at^ d^Z g^f* d^Z \ 

' Tz^ \dz 1.0 oz^ 2.3.4.5 03* / 

On déduira de là les vitesses horizontales 



dcp d^ âr (Jcp X â^ â<^ y 

âx dr dx âr r ây âr r 



— > 



et leur résultante sera -— et sera dirigée suivant r. 



? 1' 

2Tc(2*-f-r')* 




2'ir(3*-f-r')* 2'7r(r2-t 


-22») 
5 
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Pour connaître les lois des premières vitesses, on conser- 
vera seulement le premier terme de la série, ou on prendra 

_ Agtz 

t 

d'où 

^? _ 

La première de ces vitesses étant négative, les molécules 
commenceront à se mouvoir dans le sens horizontal en se 
rapprochant du lieu de l'ébranlement. 

Lois que suit le mouvement lorsqu'il est sur le point 
de s'éteindre. — Nous devrons développer 9 suivant les puis- 
sances négatives de t. 

Nous poserons 

2 -f- f p cos w — Â:, z — ip COS (o = A:' 

et nous continuerons à écrire 

/ e-u^k sin^^ ^g du = y, / e-**'*' sin^/ ^g du = Y', 

d'où 

f e-«'* sin«/ i/i' u^du = — -- , 

"" S àt^ 



e-^*k's\nuti/gu^ du = ,— - • 

L'équation (3) devient alors, après y avoir remplacé u 
par u^, 



n 



Si Ton excepte les points de la surface et ceux qui en sont très 
voisins, nous avons, d'après le n° 76, 

Y = — - 1-4-— ^-f-i.3(— t) -f-i.3.5(— r) -f-...; 
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d'où, en remettant pour k et k' leurs valeurs, 
v _ '' r ^^ 12(3* — p*co8*to) 120(3^ — S^pCOSU)) "I 

En multipliant par cfw, intégrant de« = oàft)— - et diffé- 
rentiant deux fois par rapport à t, on obtient 

expression dans laquelle on devra remplacer p^ par 

pî = ipî -}- /î — 2 a.r — 2 pj -H a* H- p*. 

Nous avons donc, en ayant égard aux formules (7), 
2A 24A3 Q [(232 — ^î — j«)A — Bl 





v. 


r - 


TZgti 


TC^* t^ 


uu 


izg^O 


d' 


où, 


si 


t est suffisamment 


grand, 












<^'f 


24 A 












<)3 


TZg^t^ 


J 










<)cp 


36oAj 












àX 


- T.gU^ ' 












<>çp 


36o A Jc 












(^J7 


TZgUI 





• • • ï 



On voit ainsi que, si le temps écoulé est très considérable, le 
mouvement horizontal des molécules est insensible par rap- 
port à leur mouvement vertical. La vitesse finale verticale est 
indépendante de leurs coordonnées et varie en raison inverse 
de la cinquième puissance du temps. Comme elle est négative, 
chaque molécule achèvera son mouvement en s'élevant ver- 
ticalement, ce qui est Fin verse de ce qui a lieu dans le cas d'un 
canal. 

Nouvelle forme sous laquelle peut se mettre la fonc- 
tion 9. — La formule (3) peut s'écrire ainsi 

,p=-^ j du I fi?w / / n — ^ — 2_ je-sacos(wpcosa))sin^v/5tt.v/«^ac?[i 

vn. 18 
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La double intégration relative à a, (3 ne devra s'étendre 
qu'aux valeurs de ces coordonnées qui répondent à des points 
compris dans Taire de Tellipse de fleur d'eau 

-4- i— — I 

Pour avoir égard à ces limites, substituons à a, (3 les varia- 
bles s et ^ définies par 

les limites de s seront o et i , celles de ^, o ei2i:;da d^ devra 
être remplacé par ll'sdsd^ : on aura ainsi 



////V^ 



2 /»! >^î1t 



(lo) © = Y^ \ du j dbi I ds 1 {\—s^)e-^** cos{upGOS(ii) sint^gu .s^ud'\. 

"^ %/Q %/q «/(, *^0 

Si Ton pose 

.r = rcos6, j=rsinô, 

on a 

pt=: r*— 2r.f(/cos6cos<^ -h /'sinô) h-.vî(/* cos*»^ -t-Z'^sin*»}^) ; , 

d'où, en développant suivant les puissances de -* 

(il) - = - -h --(/cos6 cos<^-4- /'sin0 sin<^) -h — I 

p r r* I 

Propagation des ondes à la surface, — On ne consi- 
dérera que des points très éloignés de la surface, ce qui re- 

r r 
vient à supposer que j» -y sont très grands. 

Premier cas : Le temps écoulé n'est pas encore très consi- 
dérable, — La formule {5') donne, par un développement en 
série, 

it / 12* 1.3 3^ 1.3.5 2* 1.3.5.7 38 \ 

"" 2r \ 2 r* 2.4 r'^ 2.4.6 r<5 2.4.6.8 r* •••y 

et la formule (8), qui reçoit ici son application, nous donnera, 
pour z — o, 

I ^î/3 (i.3)g g-^f^ 



© = — 



2'n\2.3 r* 2.3.4.5.6.7 r5 2 



(1.3.5)* fffi^g \ 

.3.4.5.6.7.8 9 r' "■/ 



HYDRODYNAMIQUE. 276 

et, en posant 



(S)'- 



on a 



g\àt/2=o 2it^* L -^l2«(I.•2.3.../î)(2/^^-3)(2/^^-5)...(4/^4-I)J 



Si l'on remarque que 



dp _ '2 



dz' 
l'équation -r- =: o, qui donnera les valeurs du rayon r corres- 
pondant aux maxima de z' relatifs à ce rayon, sera 



Iî2'»(l.2.3. . .//)(2/i -h 6). . .(^4'' -^ 



= O. 



Le nombre des racines pi de cette équation est infini; mais 
on doit rejeter toutes les valeurs trop grandes de p, puisque 

— est censé ne pas être très grand. 

Pour chaque racine/?/ de cette équation, on aura 

_ »'* 

is/pi 

L'onde formée par deux maxima consécutifs s'élargira pro- 
portionnellement au carré du temps; pour cette raison et à 
cause de l'abaissement rapide de leurs sommets, les ondes de 
cette espèce ne seront pas trop apparentes. Néanmoins nous 
déterminerons la vitesse des deux sommets qui précèdent 
-tous les autres et qui répondent aux deux plus petites racines 
de l'équation (la). 

Nous avons 

sf^ A A 

ri = 0,3672^, z\= 0,1667 -j= 4,6472-^ pour pi = 7,4 152, 

(rfi X A 

r, = 0,1289^, ^2=— 2,1766 -j-=— 524,04-^ pour/j, = 6o,i9. 

2 Tj ^ l 
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Second cas : - — est très grand. — On admet que - — est du 

r r 
même ordre de grandeur que j» .7- 

On déduit de Téquation (10) 
5'= — - I du j doi j ds l {i—x^)cos{upcos(s))cost^gu,sud^. 

"^ »/0 t/o t/Q Jq 

En remplaçant, dans Téqualion (11) du n** 76, .3? — a par 
p coscu et m par u, on obtient 

/ co8(«p 0080)) cosri/iSW.aw = j-~ :;— / cos^^^ dv. 

Jo ^ ^ / ^o 2p^cos*oiJ^ 4pcosa) 

d'où, en différentiant deux fois par rapport à t, 

/ COS(wp COSO)) cosf /^«.«^/« 

= — :î9 — 1; i- / cosV^^ -dv\y 

c^;2 L^p^cos^to^jj 4pcos(o J 

et Ton a, par suite, 



;' = — — ï 3r / / dsdi^ I dtù I COS^-H -st^d'lf. 

En remplaçant x — oc par pcosw dans Téquation (17) du 
n° 76, on trouve, en ne conservant que la première puissance 
négative de gt^, 



>*cos*a) J^j 



cos^-r-^ -dv 



4 p cos co 



2(p COSW)* 

On a donc 



|\ 4pcosto 4 pcosw/ ^/* 



7r 



air yigT^ ^* *^o *^ 



2 

XI (cos 7-^ f- sin — ^ ) ^ ^ d^ -h -r-r 

Ja \ 4pC0S(i) 4pC0Sto)/, .4 ^ fi'»/^ 
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Si l'on pose 



= l-\-X^, 



COSW 

les limites de x seront zéro et Tinfini, et Ton a 

COSTCO V 2-+-^ \^ /2-4-^* 

= ^2 dx-r- xX dx^ 



en faisant 



X= ^^ 



(2 /l-h J:2 4_ y/2 y/2-1- J72) y/2-i- a;2 ' 



fonction qui s'annule pour a? = o et .z? = oo. 
Il résulte de là que 






4 p cos w 4 



^0 4p ^0 4p 

On a d'abord 

Jo 4p V ^9 4p/ V ag'^^' 

puis, en intégrant par partie, 

f\o.^-^^^^^^xXdx = ^^ r\in^Jlll±fl)^^dx, 
Jo 4P gt^Jo 4P ^^ 

D'ailleurs -7- est de la forme 
ax 



dx 2 y/2 



X étant une fonction qui, comme X, s'annule pour a: — o et 
d? = 00. On a donc aussi 

Jq 4p dx 

= 7 cos V + sin^ ^ / 003^2— 4 ^ -7- ^-^j 

4\'' 4p 4p/ gi^Jç, 4p «^-^ 
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et, en continuant cette suite d'opérations, l'intégrale relative 
à w se trouvera développée suivant les puissances de la petite 

quantité i/ — * ^^ "^ conservant que le premier terme de la 
série, on aura simplement 



TZ 



On trouvera de même 

V^2 ; sm 7-^ ,- = ( cos^ -h sm V 1/ -4- 

"^ Jo 4pcosa>^^gA^ V 4P ^P/V gt^ 

On a donc enfin 

3 M' 



Tzgs/'iàt^Jo Jo ^P P 



jor 



2/* 



Reportons-nous maintenant à la série (i 1), que nous limite 
rons à son second terme, et posons 

/ cos 6 = //»cos2e-f-/'2sinîe cos 6', 



/' sine = v//* cos^e -h n sin«e sine'. 
Nous aurons 

I î v//»cos«e-4-/'2sinïe ,, 

- = --hs cos(4^ — e'). 

En dehors du cosinus qui entre dans z', nous prendrons 
p m r et nous poserons 



, , v/^2cos«e-h/'2sin«e 

Comme -y - sont très petits et- — très grand, k pourra avoir 
telle valeur qu'on voudra. 
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Nous pouvons maintenant écrire 

En suivant la même marche qu'au début du numéro actuel, 

âz' 
on établira que ^^ = 0; en faisant en conséquence 6^ = 0, 

on aura 

l 00s ^ I df I cos(kscos^)(\ — s^)s d^ i 
Ml' d^ ] 4rJ X f VdV 

f — 8in 7— / ds I sin ( ks cos*}') (i — s^ )s d'^ 

La seconde intégrale est nulle entre vj; = et vj; = ar, et 

Ton peut prendre la première entre o et - en quadruplant le 
résultat, d'où 

Vu T 

3 M' 



^^ TT I 008^ I ds I cos(A:jcos4')(i — s^)sd^ I 



g^tk 



Si Ton effectue la double différentiation par rapport à ^ et 
que, en dehors des sinus et des cosinus, on mette 



gti- î* — 



//« cos2 e H- n sin» e 

on obtiendra des termes en -> —> — ; mais on ne conservera 

que la puissance de - et 1 on supprimera le terme — j^ qui 

est de Tordre de — • Alors on aura 

r* 



7C 



1 i/â hiv <rt^ r^ r * 

(i3) z' = pofi ^ I ds I co8(A-.ycos<p)(i — s^)sd^, 

7rrv^/*cos«eH-/Ssin2e 4^ Jq Jo 

L'intégrale relative à ^ pourrait s'obtenir immédiatement. 
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mais il sera plus simple de faire 

en remplaçant sdsd^ par dadb. L'intégrale relative aux nou- 
velles variables devra s'étendre à tous les éléments d'un quart 
de cercle d'un rayon égal à l'unité; il faudra donc intégrer de 
ft = o à ^ = v^i — a^ et depuis a = o jusqu'à a = i . On aura 
donc 

f ds I cos{kscos^){i — s^)sd^= I j {i—a^ — b^)coskadadb 

= - / {i —a^)^ coskada 



et 



en posant 



z' z=K cos f— > 



4r 



K = .==£=:^=====z I (i — a^)^ coska da. 



37rrv//2C0S*eH-/'2sin2e 






W2 

Comme ^ — est censé très grand, le facteur K qui ne dépend 

que de k variera bien plus lentement que cos^ qui passe 

d'un maximum positif à un maximum négatif dans un inter- 
valle de temps pendant lequel K reste sensiblement constant. 
Il résulte de là que : 

i^ Chaque molécule de la surface exécute des oscillations 
verticales dont l'amplitude 2K varie avec t pour le même 
point, et varie à un même instant d'un point à un autre. 

2» Si T est la durée d'une oscillation, dont on négligera le 
carré, on a 

d'où 



T = 



gi 



3» Tous les points situés à la même distance r du centre 
d'ébranlement font au même instant leurs oscillations dans le 
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même temps. Mais ces oscillations n'ont pas toutes la même 
amplitude, puisque K renferme 9, Si de ce centre on décrit 
deux cercles très rapprochés ayant pour rayons r et r -i- X, et 
si Ton détermine X au moyen de 

47 " 4(r-hX) - ""' 

les deux points de ces deux circonférences situés sur une 
même direction polaire exécuteront leurs oscillations en sens 
inverse, c'est-à-dire que, lorsque Tun atteindra sa plus grande 
élévation, l'autre atteindra sa plus basse position. La surface 
liquide peut être partagée en une suite de zones semblables 
qui formeront une série d'ondes circulaires mobiles, en ap- 
parence, à celte surface. La largeur 1 de l'onde correspondant 
au même rayon sera à très peu près 



1 = 



U 



r 



s 



gi^ 



et en un même endroit les ondes se rétréciront à mesure que 
le temps augmentera. 
4« On a 

'u = 71 É/— ; 

donc, comme dans le cas d'un canal, la durée d'une oscilla- 
tion est proportionnelle à la racine carrée de la largeur de 
l'onde. 

5** L'angle 9 étant donné, on peut suivre dans le plan ver- 
tical qu'il détermine le mouvement apparent des points dont 
les oscillations sont nulles et de ceux pour lesquels l'ampli- 
tude 2K est un maximum par rapport à r. 

Les premiers de ces points seront déterminés par l'équation 
K=:o ou 



(i4) f {i-^') 



3 

^cos kada = o. 



Relativement aux seconds, si Ton observe que ^- = — -> 

or r 
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inéquation -— - = o devient 

f {]—^a^ycoskada — ik j (i — a^)^ sinka.a da = o. 

Pour une racine quelconque /r/ de Tune ou Tautre de ces 
équations, on aura 

,- v//2cos2 0H-/'«sin2ê 



(i5) r = t^g 



2 



\/ki 



11 résulte de là'que le mouvement de propagation des points 
de cette espèce est uniforme. L'amplitude maximum qui ré- 
pond à ki varie en raison inverse de r et, par suite, de t, La 
moitié de l'amplitude étant l'ordonnée des points auxquels 
elle répond, les ondes considérées doivent être, à de grandes 
distances de l'ébranlement, beaucoup plus sensibles que celles 
qui se propagent d'un mouvement accéléré, puisque les hau- 
teurs de celles-ci sont en raison inverse du carré de la dis- 
tance ou de la quatrième puissance du temps. 

6° Comme la vitesse apparente des points dont il s'agit dé- 
|)end de l'angle 0, excepté dans le cas de /' = /, on voit que, 
à un instant donné, ces points ne doivent pas être rangés sur 
des cercles concentriques au centre d'ébranlement. Ainsi les 
points dont les oscillations sont nulles forment à la surface 
une succession de courbes semblables qui se propagent uni- 
formément et dont (i5) est l'équation polaire, soit, en coor- 
données rectangulaires. 

Elles forment des ovales allongés dans le sens du plus grand 
diamètre de l'ébranlement. 

7" C'est dans cette direction que les oscillations maxima se 
propagent avec la plus grande vitesse, et dans le sens du plus 
petit diamètre qu'elles se propagent le plus lentement. Les 
amplitudes dans les deux directions sont proportionnelles aux 
•diamètres correspondants. 
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Cas OÙ le corps immergé est de ré^^olution autour d'un 
axe vertical. — On a / = /'. Les points dont les oscilla- 
lions sont nulles, ainsi que ceux qui répondent aux oscilla- 
tions maxima, se trouvent sur des cercles concentriques mo- 
biles. Les premiers cercles partagent les ondes en groupes 
constituant chacun une onde dentelée. Les ondes dentelées 
s'élargissent proportionnellement au temps à mesure qu'elles 
se propagent. Les mouvements des cercles qui la terminent 
sont compris dans l'équation 

ki étant une racine de Téquation 






(i6) / {i — a^yc08kada = ? = o. 



Les cercles correspondant aux oscillations maxima se pro- 
pagent aussi avec une vitesse constante, et Ton peut regarder 
cette vitesse comme étant celle des ondes dentelées aux- 
quelles ils appartiennent. Les valeurs de ki seront données 
par réquation (i4'), qui peut se mettre sous la forme 

à? 

(17) 3?-^ik~ =0. 

âk 

Nous désignerons par 



K'=2K = 



37cr 



Tamplitude de ces oscillations. 

Nous allons maintenant chercher à déterminer, par approxi- 
mation, les plus petites racines /r<, ki de l'équation (17), les- 
quelles répondent aux ondes dentelées qui se propagent avec 
la plus grande vitesse. 

En faisant 

A r / 9\î o„ -7 2/2 — I , I.3.5...I2W — l) 211 

Jq 2(//-|-2) I.2.3...(/i-+- 2) «-+-3 
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on a, en développant en série suivant les puissances de /r, 

P - A A ^ ^ hit _ A3A« 

2 2.i.4 2. J. 4.5.0 

En faisant -j- =p, Téquation (17) devient 
4 

(18) 2--ZZi-f-V (- 1)^(3 -i-4/0;>^^ ^^ 

'2 2.3 ^î(l.2.3...«)*(//-M)(/i-+-2) 

On a 

1° pi= 1,8628; 

d'où 

ri = 0,^02: ty/gt, K'= 0,9788 -^^ = 3,2364 y 4/^, 

T =1,90154/-, X r^ 1,1509/; 

2° ;?2=ii,5; 

d'où 

^2 = 0,1920/ ^glj K'= 0,2609— = 1,3588-1 /- . 

T = 1,20694 /-> X = 0,4632/. 

La vitesse relative à r< n'est environ que les | de celle qui 
répond à un canal. Celle qui se rapporte à r2 est à peu près la 
même dans les deux cas. 

Biol a observé le temps que met Tonde définie par pt à par- 
courir I™. En faisant donc Ti = i, on a 

3,3o36 

La flèche du segment plongé a été, dans tous les cas, égale 
à o"»,oi. 
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On a le Tableau de comparaison suivant : 

t en secondes 

Corps plongés. /. observé. calculé. 

m 
Sphère de rayon o™,o5 o,o3 5 6,09 

Sphère de rayon o™, 10 o,o436 4 5,o5 

Paraboloïde 0,02 7 7, 46 

Ellipsoïde dont l'axe vertical est 

double de Taxe horizontal. . . o , o 1 5 8 8 , 64 

Il nous semble que la concordance approximative entre les 
résultats d'expériences sommaires et du calcul où l'on a fait 
tant d'abstractions doit paraître suffisante. 



APPENDICE. 

CINÉMATIQUE PURE. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA VITESSE D'UN POINT. 



1. Sur la composition des vitesses, — On établit générale- 
ment la règle de la composition des vitesses en partant de la 
considération du mouvement uniforme d'un point sur une 
droite qui est animée d'un mouvement de translation rectiligne 
et uniforme. Il nous semble que, à celte manière de traiter la 
question, on doit préférer la suivante : 

i^ Composition de deux vitesses, — Supposons que, nous 
trouvant entraîné dans le mouvement d'un système inva- 
riable (S) (*), nous observions un point mobile m. Soient a 

Fig. i8. 




{Jig* i8) le point de (S) où se trouve m à l'instant t, a' la posi- 
tion que prend ce point au bout du temps t-\-dt; vz=z-— 



(') On peut considérer un point quelconque comme faisant partie d'un 
système invaviable en le supposant relié à ce système par des droites de 
longueurs fixes; de sorte qu'on peut regarder le système comme indéfini 
ou constituant un milieu. 
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la vitesse, dite (ï entraînement, de a; à l'instant t-\-dty m 
sera venu en b' et aura ainsi décrit pour Tobservaleur Télé- 

ment a'V avec la vitesse relative v' = —rr' On voit alors sans 

dt 

diagonale du parallélogramme construit sur les droites qui re- 
présentent respectivement les vitesses composantes v et v\ 

2P Composition de trois vitesses. — Supposons, que (S) se 
déplace par rapport à un autre système invariable (S'), et soiti^" 
la vitesse du point de ce dernier système où se trouve actuel- 
lement m; la vitesse relative du point m par rapporta (S') sera 
la résultante (^i de (^, (^'; la vitesse absolue de ce point sera la 
résultante de Vk et v"y d'où le parallélépipède des vitesses. 

Z"" Composition d'un nombre quelconque de vitesses, — 
On peut admettre que (S') soit mobile par rapport à un autre 
système (S'0> celui-ci par rapport à un troisième système (S'"), 
et ainsi de suite. On déduira de là et de ce qui précède le po- 
lygone des vitesses. 

2. Construction de la tangente à quelques courbes, 

(a) Courbe plane (o-), définie par la condition que les 
distances de chacun m de ses points à deux courbes données 
(S) ^^ (S'), comprises dans le même plan y aient entre elles 
une relation déterminée, — Soient {fig* 19) 

Fig. 19. 




mn = r, mn'^=^ r' les distances de m h (S), (S'); 
f(r, r') = o la relation donnée; 



i 
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//?! Ut =^ r -h dr, m^ n\ z=r' -h dr' les distances à (S), (S') d'un 

point /Wi de ((t) infiniment voisin de m; 
p, p' les projections de m sur rn^n^, min\; 
ml le prolongement de m\m ou la tangente en /w à (o-); 

a, a les angles T/w/i, Trnn\ respectivement égaux à T/Wi Wi, 

Tm\ n\ aux quantités du premier ordre près. 

Nous avons 









mip = 


-.dr, 


m^p' : 


= dr', 




puis 


mm\ 




mip 




dr 
cosa 


mmi 


dr' 




COS mm i> 




~~ cosa" 


d'où 
















(I) 








dr 
cosa 


dr' 
~ cosa'* 






Nous avons aussi 


àf 
dr 


dr-h 


'fdr' 
dr' 


0; 




par suite, 






I 
cosa 


àf_ 
dr 


i 
cosa' 


àf 
dr'' 




Portons de 


m 


vers n 


une 


longueur ml 


propori 



s/ 



-f-r 9 et de rn vers n' ou en sens mverse, selon que -r- » -rS 
dr- ^ or or 

seront de signes contraires ou de même signe, une longueur /w F 

proportionnelle à \/t^'? en vertu de l'équation (^), les per- 
pendiculaires en I, V à mn, mn! se couperont en un point T 
de la tangente à ((T),qui sera ainsi complètement déterminée. 

r' 
Cas particuliers : i° Z(? rapport - est constant. — En le 

représentant par -> Féquation (i) devient 

c a 



cosa cosa" 



d'où 

ml =c, ml' = a. 
VI!. 19 
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Si (S) se réduit à un point F et (S') à une droite, le lieu des 
points m est une conique dont on peut ainsi construire la tan- 
gente, connaissant un foyer et la directrice. Comme consé- 
quence, les angles a, a! sont égaux dans la parabole. 

a* La somme r-h r' est constante. — On a rfr =z — dr\ 
et l'équation (1) donne 

a'= j8o°— a. 

On se trouve dans le cas de Tellipse en supposant que (S), 
(S') se réduisent à deux points F, F'. 

3« La différence r—r' est constante ou dr =zdr' .— Alors 



a'r= a, 



résultat qui s'applique à Thyperbole lorsqu'on suppose que 
(S) et (S') se réduisent à deux points. 

3« Le produit rr' est constant. — On a 

r dr -h r dr' = o 



et 



r' 



cosa cosa' 



On portera ml~r de /wVers n, m'l'=r' sur le prolonge- 
ment de n' my et la tangente sera déterminée. 

Si (S) et (S') se réduisent à deux points, la courbe est l'el- 
lipse de Cassini. 

(b) Tangente à une courbe plane définie par une équa- 
tion polaire r=^f{9). — Cette courbe peut être considérée 
comme étant décrite par un point m qui se meut sur le rayon 

r\ , , dr 

Om avec la vitesse -,- ^" même temps que ce rayon tourne 

dQ 
autour de avec la vitesse angulaire constante w = -^ • Comme 

celte vitesse angulaire peut être choisie arbitrairement, on 

peut la supposer égale à l'unité, ce qui revient à prendre 

t=B, 

La direction de la tangente sera donc celle de la diagonale 

dr 
du rectangle construit sur la longueur mp =^ -y^ portée sur le ] 



\ 
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prolongement de m et sur mn:=r^ perpendiculaire à O/w. 
On déduit de là que la tangente trlgonométrique de Tangle 
formé par la tangente à la courbe avec le rayon vecteur r a 
pour expression 



d^ 



dr 



Si Ton considère le cas de la spirale d'Archimède r:=a9y on a 
mpzzza, mn=r; d'où Ton déduit géométriquement que la 
sous-normale polaire est constante. 

(c) Tangente à la quadratrice. — La règle donnée par 
Dinostrate, pour définir cette courbe qu'il a imaginée, est 
assez compliquée, mais elle revient à la suivante : 

Soient (fig". 10) 

Fig. 20. 
ai 




O^, Oj deux axes rectangulaires; 
9 Tangle polaire mOx; 
a une constante. 

La position du point m est définie par 

j = «6 = OB, J7 = rt6 cot8 = wB. 

Pour plus de simplicité, on prendra égale à Tunilé la vi- 

dQ 
tesse angulaire w:^ -17 ou dt=^dQ, On aura 






rt. 



-JTT = rt COtO T-TÂ = « COtO 

rtO sin2 Q 



.r 



sin2e 
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Soient 01 = a une longueur portée sur Oj à partir de Tori- 
gine; IJ — OK=:acol0 Tabscisse du point J de 0/w corres- 
pondant à Tordonnée 01. On a 

05 



sinO 



= 0//J, 



et, si /wL est la perpendiculaire en m k Om limiiée à Ojel 
OP la longueur OL portée sur 0.r, 



sin6 siii*6 sia^ô 
Donc 

~i = JK, ~ =0K — OL=-OK — OP=-PK, 

d'où _ 

dr JK 

La tangente en m est, par suite, parallèle à JP. 
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CHAPITRE IL 

MOUVEMENT GÉOMÉTRIQUE DES SYSTÈMES TNVARUBLES. 



3. Application à la Géométrie de la théorie du mouve- 
ment d'une figure plane ( ' ) dans son plan. — Lorsque le 
déplacement d'une figure est complèlemenl défini et que Ton 
sait, dans chacune de ses positions, déterminer son centre 
instantané de rotation, la normale au lieu décrit par un quel- 
conque de ses points est la droite qui joint ce point au centre 
instantané. 

Si Tune des conditions du déplacement de la figure consiste 
en ce que l'un déterminé de ses points est assujetti à décrire 
une courbe fixe donnée, le centre instantané se trouve sur la 
normale à cette courbe. 

Supposons que Tune des conditions du déplacement soit 
qu'une courbe donnée, tracée dans le plan mobile de la figure, 
soit assujettie à passer par un point fixe, le centre instantané 
se trouvera sur la normale à la courbe en ce point. 

Les considérations précédentes permettent de construire la 
normale à la conchoYde et à la cissoïde. 

Si une des conditions du déplacement consiste en ce qu'une 
courbe tracée dans le plan de la figure reste constamment en 
contact avec une courbe ï\\q, le centre instantané se trouve 
sur la normale au point de contact des deux courbes. On re- 
connaît de cette manière que la normale au lieu décrit par un 



(*) Voir le Chap. II de la I" Partie du Tome I; nous renverrons au 
Tome III pour ce qui concerne le tracé et les propriétés des enveloppes des 
courbes planes. 
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angle constant, dont les côtés restent tangents à une courbe 
fîxe, est le diamètre du cercle circonscrit au triangle formé 
par les tangentes et la corde. 

4-. Sur l*CLxe instantané de rotation et de glissement d'un 
système invariable libre, — Nous avons établi Texistence de 
cet axe au n®39 de la première Partie du Tome I, en nous ap- 
puyant sur la considération des rotations. 

Nous allons donner ici la solution directe de cette ques- 
tion, due à Poncelet et qui est encore Tobjet de quelques 
préférences. 

La position dans l'espace d'un système invariable est définie 
par celles de trois quelconques de ses points ; de sorte que Ton 
est ramené à la considération d'un triangle mobile dans l'es- 
pace. Les vitesses des trois sommets du triangle doivent rem- 
plir certaines conditions qu'il convient d'abord de faire con- 
naître. 

Soient (^îg*. 21) ABC, A'B'C deux positions consécutives 

Fig. 21. 




du triangle ; V, V, V" les vitesses des sommets A, B, C ; on a 
A A' = V dt, BB' = Ydt, CC = V" dt. 

La projection de A'B' sur la direction du côté AB étant égale 
à ce côté, aux infiniment petits près du second ordre, les pro- 
jections de AA', BB', par suite celles de V, V',sur la même di- 
rection, sont égales et de même sens. Donc : 

Lorsqu'un triangle se meut dans r espace, les projections 
des vitesses de deux sommets sur le côté qui les joint sont 
égales et de même sens. 
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On peut se donner V arbitrairement; soient Ak, \k' ses 
projections sur AB, AC; h h une longueur égale à A/r portée sur 
le prolongement de AB. La vitesse V de B pourra être repré- 
sentée par toute droite partant de ce point et limitée au plan 
mené en h perpendiculairement à AB. 

Soient 

Bi la projection de V sur BC; 

C/'= Bî porté sur le prolongement de BC ; 

C/r'^ = Ak' porté sur le prolongement de AC. 

La vitesse V" pourra être représentée par toute droite par- 
tant de C et aboutissant à Tintersection des plans en t, k" 
menés perpendiculairement à BC et AC 

Cela posé, concevons que, par un point o choisi arbitraire- 
ment, on mène les droites oa, oby oc égales et parallèles à V, 
V, V", et joignons le piedy de la perpendiculaire abaissée du 
point o sur le plan abc aux points a, 6, c. Les vitesses V, V, 
V peuvent être considérées comme les résultantes de la 
vitesse commune o/ = U et des vitesses respectives aj, bj\ cj, 
de sorte que, si Ton imprime au système ABC une vitesse égale 
et contraire à U, de manière à détruire cette dernière, il ne 
pourra plus se mouvoir que parallèlement à un plan MN lui- 
même parallèle au plan abc\ son mouvement sera alors le 
même que celui de sa projection A"B"C sur ce plan, laquelle 
reste invariable pendant le temps dt, les vitesses des sommets 
A'', B'', C" étant respectivement o/, bj, cj. Soit Ox la perpen- 
diculaire au plan MN mené au centre instantané de A^'B'^C". 
Le mouvement actuel de ABC sera un mouvement gyratoire 
autour de Oxy auquel il faudra joindre la vitesse transitoire U 
qui a été supprimée. La droite Ox est ainsi Taxe instantané 
de rotation et de glissement. 

Remarques. — i° Si oa, ob, oc sont situés dans un même 
plan, la démonstration ci-dessus n'est pas en défaut; car le 
système ABC, ne pouvant se déplacer que parallèlement au 
plan aob, peut être considéré comme tournant à Tinstant 
actuel autour d'un axe instantané perpendiculaire à ce plan ; 
le glissement est alors nul. 

i"* La démonstration est réellement en défaut lorsque les 
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droites oa, ob, oc sont parallèles. Les chemins élémentaires 
A A', BB', ce sont égaux si leur direction n'est pas perpendi- 
culaire au plan ABC et le mouvement se réduit à une transla- 
tion. Supposons qu'il n'en soit pas ainsi : le centre instantané 
de AB, par exemple, se trouvera sur la direction de cette 
droite; mais on peut substituer à A, par exemple, un autre 
point Al du plan ABA'B' dont la vitesse ne soit plus parallèle 
à BB'. Alors'on rentre dans le cas ci-dessus. 

5. Du roulement de deux corps solides l'un sur i'autre{*). 
— On est évidemment ramené à étudier le roulement d'une 
surface mobile (S) sur une surface fixe (S'). 

Soient, à l'instant t, 

le point de contact des deux surfaces ; 

Oz la normale en ce point; 

OXf Oj deux axes rectangulaires tracés dans le plan tangent. 

Pour que le système (S) roule sur (S'), il faut d'abord que 
la rotation instantanée rencontre le plan tangent xOx en un 
point infiniment voisin de l'origine 0. Nous considérerons 
cette rotation comme la résultante de deux autres : une y pa- 
rallèle àO^, et l'autre e dont la position reste indéterminée. 

Il faut ensuite qu'un point Oi de (S) infiniment voisin de O 
et le plan tangent en ce point viennent respectivement coïnci- 
der avec un point O'i de (S') et le plan tangent en ce der- 
nier point. 

En affectant de l'indice o les quantités qui se rapportent à 
l'origine, l'équation de (S) pour des points extrêmement voi- 
sins de 0, et aux termes du troisième ordre près, est 

et l'on a pour le point Oi 



(') Nous rappellerons les notations suivantes, 



_ àz _ dz _ à*z _ 'd^z __ d'^z 

en désignant par z une fonction des deux variables x, y. 
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Dans le temps dty la rotation y ne donnerait pour Oi qu'un 
déplacement du second ordre, par suite négligeable, devant 
X\ etjTi. Il est donc permis, du moins jusqu'à nouvel ordre, 
de faire abstraction de cette rotation. 

En nous arrêtant aux termes du premier ordre, ce qui nous 
suffira dans ce qui suit, nous avons, pour le point 0|, 

et, pour l'équation du plan tangent en ce point, 

ou, en ayant égard à (ai) et (6), 

Ja 

En accentuant les lettres p, 7, r, ^, ^, ^1 , ji , on a de même, 
pour l'équation du plan tangent au point 0\ de (S'), 

On déduit de là, pour les équations de l'intersection des 
deux plans tangents en projection sur les plans rOj, jOz, 

z(pi—p\) = {pxq\ — qip\)y 

Cette intersection est l'axe de la rotation e, et nous suppo- 
serons que la direction de sa projection sur x^y est donnée. 
Nous dirigerons, en conséquence, Oj parallèlement à cette 
projection et, en désignant par x sa distance à l'origine, nous 
aurons 
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Soit 

(^') ï = .w^ ' r.'\ [('•oJ^? -+-2.^0^1 Ji-f- ^rî)7?'i — (r'ox'i» -4- 2.yo^'i/i -+- ^/*);'il 

la distance auplana?Oj de Tinterseclion de la rotation e avec 
le plan xOz, 

Si p\ est différent de /?i, Ç sera du second ordre, et Ton 
pourra prendre œ\ = X\y y\ =Xi ; «ïais il est facile de voir que 
ces deux dernières égalités donnent dans tous les cas pour Ç 
une valeur du second ordre. En effet, Ç peut se mettre sous la 
forme 

Mais les équations (b) donnent 

^ i ro .ri -4- .voj-i = pi , r'o Xi -e- .y'oJ i = p\ » 



donc 



^ 2 



longueur qui est bien du second ordre. Il suit de là que la ro- 
tation € rencontre Taxe Oœ. 
La seconde des équations (rf) prend la forme 

(Pi — P\)l=^;: [(^0 — r'o) x\ -+- 2 (•? - .^o) ^1/1 -+- (^0 - Qxî J ; 

mais les équations (/) donnent 

Pi — p\ - ('•o — r'o) Xi -h {so—s'^)Xu 

(0 ( ^0 - 'o)^'i = — C^o — -^i) -^1 ; 

on a donc, par suite. 

Soient Ej, Sz les composantes de t parallèles à Oj, Oz. On 
voit, à l'inspection de la troisième des équations (rf), que 
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d*où, en négligeant q\, 



£5 = S^i, 

La rotation Ez, qui est du premier ordre, peut être négligée,, 
puisqu'elle ne donne dans le temps dt qu'un déplacement du 
troisième ordre de 0<. Il suit de là que la rotation s, parallèle 
à Oj, est comprise dans le plan ^0 j. 

Soient 

m la projection commune de Ot, 0\ sur le plan a?Oj; 

Om = d(T le roulement élémentaire ; 

> Tangle qu'il forme avec Oœ; 

V, v' les angles formés avec Oz par les normales en 0<, 0\ à 

(S), (S'). 

L'équation (i) donne 
(V tangX = -^^, 

et Ton a 

xi = cos X fl?j, ji = sin X ds ; 

puis, en se reportant aux formules (6), 

pi = (pq cos X -h vo sin X) di, 



et enfin 



^i = (/oSinX -4-.?o cosX)û?j 



cosv = — . = I — ^-^ — ? 



/n-/?î-f-ç'î 



d'où 

v2=:^î-}-^'f = [ri cos*X -h .vo('*o-^'o) sin 2X4-/5 sin*X -h.v5]c?j2. 

On a aussi 

23i = {ri cos*X -4-.vosin2X h- /J sin2X)c?j2 

et des relations semblables aux précédentes relativement à (S'). 
On choisira le sens des z positifs, de manière que Zi soit 
positif. Le plan tangent en Ot, pour venir coïncider avec le 
plan tangent en 0\, devra décrire, autour de l'intersection des 
deux plans, Tangle v -f- v' ou v — v', selon que z\ sera négatif 
ou positif, ou encore que les sections faites par le plan zOx 
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opposeront ou non leurs convexités en 0. On a donc, en com- 
prenant les deux cas dans une même formule, 

£ i/r = V dl V' 

OU 

[ td£= [/rj cos» X -t- so(ro -+- r© ) sinaX -H /J sin' X -}- jj 

(i) ) -, 

' ±: V r'o* cos* X -^ /ç ( rô -+- /i ) siD 2 X -h r^* sin* X -+- » ;,* J rftx. 

Nous nous bornerons à appliquer les formules (3) et (4) 
aux cas particuliers suivants : 

!• s = o, /„ = G. Les plans zOx^ zOy sont principaux pour 
les deux surfaces et Ton a X = o, el les sections faites par le 
premier de ces plans rouleront Tune sur l'autre. L'équation (4) 
devient 

zdt = (Po zh r'^) d^ 

ou 

(5) tdt=(^^±: ^"jd^J, 

en désignant par R, R' les rayons de courbure des sections de 
(S), (S'). Celle relation est évidente quand on considère deux 
cylindres tangents suivant une génératrice commune. 

2° to — o, tf^ z= o. Les deux indicatrices dont les équations 
se réduisent à 

iz = t'qX^-t- is'q xy 

sont des hyperboles qui ont Oj pour asymptote commune; 
comme on a X = 9o°, le point m se trouve sur Oj et 0|, 0', 
sur les lignes asymploliques de (S), (S'), qui sont tangentes à 
Oj, et dont x^y est le plan osculateur. Il n'y a donc pas de 
roulement de surfaces proprement dit; mais la rotation y fera 
rouler la ligne asymptotique de (S) sur celle de (S'). 

Considérons les deux troncs de cône primitifs d'un engre- 
nage conique; par le point de contact des petites bases, tra- 
çons sur les troncs deux lignes géodésiques tangentes entre 
elles et limitées aux grandes bases. Si Tun des cônes roule sur 
Tautre, la ligne géodésique du premier roulera sur celle du 
second, et, en chaque point de contact, les plans osculateurs 
coïncideront. Prenons maintenant chaque ligne asymptotique 
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pour directrice d'un conoïde dont les génératrices soient nor- 
males à Taxe du cône correspondant. La directrice de chaque 
conoïde sera pour lui une ligne asymptolique. Les deux co- 
noïdes resteront constamment en contact sans qu'il y ait ni 
roulement ni glissement. On a ainsi le principe d'un engrenage 
conique sans frottement. Si les deux cônes deviennent des cy- 
lindres, on retombe sur l'engrenage de Whyte. 

3° ^0 = o, I'q = q, So^ o, s'q = o. — L'indicatrice de chaque 
surface se réduisant à deux parallèles à 0/, les deux surfaces 
sont développables et tangentes suivant Oj, L'angle X est in- 
déterminé et le roulement peut avoir lieu dans toutes les di- 
rections, ce que l'on savait. 

6. Sur le planimètre d'Amsler, — Nous renverrons pour 
la description de cet instrument au Tome III de notre Traité de 
cet Ouvrage; mais nous proposerons de substituer aux deux 
théories que nous avons données de son fonctionnement la 
suivante, qui nous paraît plus simple et plus claire. 

Soient {fig. 22) 

Fig. 22. 




o la pointe ï\xq ; 

A l'articulation des deux tiges; 

M la pointe qui doit décrire le périmètre comprenant l'aire que 

l'on veut évaluer; 
Ox la direction du rayon vecteur mené au point de départ Mo; 
R la roulette dont l'axe est RM; 

OÂ=:a, AM=:^, ÂRr^c; 

// le rayon vecteur OM et l'angle polaire MO.a?. 

Le déplacement de M a pour composantes du suivant OM et 
udQ perpendiculaire à cette droite, et il suffit de considérer 
séparément ces deux composantes. 
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!• Déplacement du. — Comme OM n'est pas censé se dé- 
placer autour de 0, le centre instantané S de AM est Tinter- 
section du prolongement de OA avec la perpendiculaire en M 
à OM. 

Soient I, K les projections de S et de sur MR. 

Le déplacement de R autour de S est SR^z=^ et a pour 

oM 

composantes 

-i_=r SI suivant RM, qui ne produit qu'un glissement de la roulette, 

dont on n'a pas à tenir compte ; 
ia) ==-RI perpendiculaire à RM, qui produira un roulement de R. 

o31 



2® Déplacement u dO. — Le déplacement de R est ORrf0, et 
se décompose en 

— OK ^6 suivant RM, ce qui ne produira qu'un glissement; 

(h) KR^ perpendiculaire à RM, qui donnera lieu à un roulement. 

L'élément de roulement ou la somme des expressions (a) 
et (^) sera donc 

(c) r7cr = KKr/0-h !f!l ET. 

SM 

Le triangle AOM donnant 

— n^ — fl* — h^ 
AK = -, , 

10 

on a 

10 

et Texpression (c) devient 

, 1 hc -h à^ -I- />» ,-, lû^ „ RI , 

ch = -, aO j r/0 H- -^-r au ; 

ih ib MS 

d'où, en intégrant pour le périmètre entier en revenant au 
point de départ Mo, 

I ru^d^ a'^^h^^o.hc r .. r îTi 






SM 



du. 
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Pour chaque valeur de u, le triangle AOM est complètement 

RI 

déterminé et, par suite, ^=- est une certaine fonction f(u). 

^ SM -^ 

Mais la courbe étant fermée, la circonférence de rayon u 
la coupe en un certain nombre pair de points. Soient Mi, M2 
deux successifs de ces points situés sur la circonférence de 
rayon u;M\, Mo les points correspondants situés sur la cir- 
conférence de rayon u h- du. De Mi à M'|, on a l'élément 

f{u)du; 
de M'a à M2, 

— f{u-^du)du= — f{u) du. 

Ces deux éléments se détruisant, on voit que 1 /( w) rfa = o, 

et l'on a simplement, en désignant par A Faire qu'il s'agit d'é- 
valuer, 

(.) . = j + — ^r—J'^^- 

Trois cas sont à distinguer : 

1° Le point est extérieur au périmètre. — C'est le cas 
usuel : un rayon vecteur coupera la courbe en un nombre pair 
de points. Soient M|, M2 deux points successifs situés sur un 
même rayon; M'^, M2 les points correspondants situés sur un 
rayon infiniment voisin du précédent. De M2 à Mg l'angle Q 
augmentera de dOy mais diminuera de dB de M'^ à M|. L'inté- 
grale de l'équation (1) est donc nulle, et l'on a, par suite, 

(2) A = ^>(T. 

Si p est le rayon de la roulette, on déterminera b de ma- 
nière qu'à un tour de la roulette correspondent m unités de 
surface; d'où 

^ m = iTzpb, 

Pour /w — I , on a 
par suite, 

On déterminera b\ par le calcul ou par tâtonnements en 
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prenant pour aire un carré égal à Tunité de surface. On aura 
ensuite 

^ = _^_ _ A 

m mzp loo 

N étant le nombre des loo divisions de la jante qui ont passé 
devant un doigt fixé à RM. 

î" Le point est intérieur au périmètre. — On a 



/' 



û?ô = 2 7: 

et 

. , rt* -h ft* -T- 2 èc 

X=z 0^ -r- ■ = T. 

b 

Le réglage de l'instrument s'effectuera comme ci-dessus ; 
mais il convient, autant que possible, de ne pas se placer dans 
le cas, à cause du calcul que nécessite l'évaluation de A. 

3*» Le point se trouve sur le périmètre. — Il faut ici que 
a=:b. Si le périmètre est un polygone recliligne, mixtiligne 
ou curviligne, on a, en plaçant ou Mo à un sommet dont 
Tangle est a, 

\ =z b7-+-b{b -hc)oL. 

Mais, le calcul de a en nombres présentant quelques lon- 
gueurs, il convient de se placer en dehors d'un point angu- 
leux, et alors on a 

A = ^j -h b(b -h c)tz. 

Dans le cas actuel, la construction de l'instrument présente 
quelques difficultés; car : i° pour que a = b,i\ faut que OA 
soit à coulisse; 2° pour que la pointe M vienne au-dessous de 
0, il faut que OA soit au-dessus du plan du périmètre et que 
l'articulation A traverse ce plan. 

7. Sur les systèmes articulés ayant pour objet le tracé 
d'une droite et d'un arc de cercle. 

(a) Lemme : Rappel des deux propriétés de deux courbes 
planes dont les rayons vecteurs sont réciproques. — Soient 

OB = r' le rayon vecteur d'une courbe donnée (S'), faisant 
l'angle 6 avec l'axe fixe Ox; 
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0/72 = r le rayon vecteur, suivant la même droite, d'une autre 
courbe (S) déQnie par la relation 

(i) rr'= const.Â:; 

ds\ ds les arcs élémentaires de (S'), (S) correspondant à Tac- 

croissement angulaire dO, 
9', 9 les angles formés par les normales en B, m avec OB/w. 

La consume k peut être négative, en convenant alors de 
mesurer r à partir de sur le prolongement de BO. 
On a 



k dr' _ r 



dr = ^^ = — r/ d^'^ 



ds =^ y/ r^ d^^- -\- dr^ = -7 y//-'^ d^^ -h dr'^ ; 

d'où 

ds r 

Soient V et 11 les vitesses de /w et B : on a 

V r 

(3) -=-,• 
' Il r 

Si Ton remarque 

I dr I dr' , 

on voit que 

(4) • cp = i8o«~cp'; 

d*où il suit que le rayon vecteur coupe les deux courbes sous 
des angles supplémentaires. 

On remarquera que si N est l'intersection des deux nor- 
males, le triangle /nNB est isoscèle. 

Soient P l'intersection de la normale en B à (S') avec Ox\ 
OP = ,a, /wP=iR'; on a 

ou, en éliminant r' au moyen de l'équation (i), 

(R'*— ;ji2)r2-4-2|xA'rcos6 = k^ 

ou encore, en coordonnées rectangulaires, 

(5) (II'*— |Jl2) (x2 -h/2) H- 7.\lkx = /t2. 

VIL 20 
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Supposons maintenant que P soit un point fixe, centre d'un 
cercle dont le rayon est R'. D'après Téquaiion (5), le lieu dé- 
crit par le point m est un autre cercle dont le centre Oi, situé 
sur Ox, est défini par 

Le rayon du second cercle a pour valeur 



(7) 



l^^-±F?^jIi' 



en prenant le signe -h ou le signe —, selon que k et (R' — /x) 
seront de même signe ou de signes contraires. 

La trajectoire de m se réduit à une droite perpendiculaire 
à Oxy si R'=: p., et cette droite, d'après l'équation (5), est dé- 
finie par 

__ k_ 

(6) Systèmes composés de sept tiges articulées, 
I" De Peaucellier. — Soient {fig. 23) 

Fig. 23. 







■x — »"• 



i \ 



JD 



OA = OA'=R deux tiges mobiles, dont Tune est fixée à 
Tarbre et dont l'autre est folle sur cet arbre; 

ARA'/w un losange articulé en A, A' à OA, OA'; en R, à la 
tige RP = R', mobile autour du point P; il y a également 
une articulation en m ; 

a le côté du losange ; 

OP = u. 
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Il s'agit de déterminer la nature du lieu du point m lorsque 
Ton fait varier la position de OA ou OA', 

Le carré de la tangente, menée du point à la circon- 
férence ayant A pour centre et passant par B et m, est R^— «2 
et Ton a, par suite, 

On rentre dans le cas du lemme précédent en supposant 
/r = R-— a'-; le lieu de m sera donc une circonférence, ayant 
son centre en Oi, qui se réduira à une droite perpendiculaire 
à Ox lorsque l'on prendra OP = PB, 

On pourra donc décrire, au moyen de cet instrument, des 
arcs de cercle d'un rayon aussi grand qu'on voudra, en don- 
nant à |ut — R' une valeur convenable. 

On obtiendra un compas général en plaçant l'axe P sur un 
coulisseau pouvant être fixé, au moyen d'une vis de pression, 
sur la pièce dans laquelle est ménagée la coulisse. On pourra 
même graduer la coulisse de manière à pouvoir fixer immédia- 
tement le coulisseau pour obtenir une circonférence d'un 
rayon donné. 

Soient 

Vy v[, u, V les vitesses respectives des sommets A, A', B, m; 

S, S' les centres instantanés de rotation de BA, BA'; 

I l'intersection des directions de PB et de la diagonale AA', 

point par lequel passe également la direction de 0|/w, 

puisque, d'après le lemme, les normales BP, /wOi font des 

angles supplémentaires avec OB/tî. 
^, g' les intersections respectives de OA avec la parallèle en I 

à AB, et de OA' avec la parallèle au même point h A m. 

On a 

SB , S'B 

Les deux triangles semblables ASB, ISg* donnant 

SB ^ m 

AS"-A^' 

il vient 

IB 
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et, de même, 

IB ' 
d'où 

^ _ Aff 

Si l'on remarque que Ag-1 = A'g-'I, IAg^r= lA'g-', les trian- 
gles g-IA, g^lA' sont semblables, et Ton a enfin 

t'' A'I ^ ^' 

D'après le lemme énoncé ci-dessus, on a 

,, Om 

OB 

OU, en menant la parallèle en m à BP, limitée en Q à Oor, 



u 



BP 

Il résulte de ce qui précède que les vitesses de trois som- 
mets du losange pourront se déterminer en fonction de la 
vitesse du quatrième sommet censée donnée. 

2* Système de Kempe {Jîg, 24). — Soient ABA'B' un 
quadrilatère dont les diagonales se coupent à angle droit 
en g ('). Construisons un quadrilatère BB'/wI ayant l'angle B 

(*) L'élégant théorème qui résulte de cette relation est dû à M. Mannheim. 
(') En remarquant que -=r- est la vitesse angulaire de la tige PB, en 

retombe sur un théorème démontré, pour la première fois, d'une autre ma- 
nière, par M. d'Ocagne, mais seulement dans le cas où le point m décrit une 
droite. 

(») Plus généralement, soit A^B = 6. Posons AB = a, A'B'= a', BB' = 6, 
A'A = 6', kg--:^x,Bg = y,Wg=x', \'g = y. On a 

a' = X' -hy^ — ixy cos8, ô' =y» -h x'"H- lyx' cos8, 

a'^= j7'»-T-y'^— 2j7'^'cos8, 6''=^'»-}- x» H- 2y'a?cos8, 
d'où 



(a» -I- a'») — (ô'+ô" ) =— 2 ( xy -\-yx'-\- x'y' +y'x ) cos6 =— 2 AB' . BA' cos8. 

Si, pouf une forme particulière du quadrilatère censé déformable on a 
8 = 90", on aura constamment 6 = go». Les diagonales resteront donc à 
angle droit, quelle que soit la déformation. 
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el le côlé BB' communs avec le précédent, de manière que les 
deux quadrilatères soient semblables ; pour obtenir les côtés 
homologues, on devra partir du point B dans le sens BB' pour 
le premier et dans le sens BA pour le second. 
On a 

BB ' _ Fm ml IB 
51 ■" AA' 



A'B' BB 



d'où 



BI = 



BB'2 
AB 



[m = 



A'W.BW 
AB 



/wB' = 



AA'.BB' 
Aïi 



Soit h l'intersection orthogonale des diagonales du quadri- 



Fig. 24, 




iatère BB'mh Les points g- et A se trouvant sur la circonfé- 
rence décrite sur le diamètre BB' , on a 

//^B = //B'B; 
par suite, en raison de la similitude, 



/igB = BAB'. 

Il suit de là que, en considérant le triangle Ag-B, la droite 
gh est perpendiculaire à AB. 

Mais, comme, dans les deux quadrilatères, les sommets A', m 

sont homologues et qu'il en est de même des points g et h, on 

voit que 

B^ _ B^ 

BA' ~ Bw' 

et que, par suite, la droite A' m est parallèle à g/i, et enfin 
perpendiculaire à AB. 
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Cela posé, rendons fixe le point A', en iniroduisant des arti- 
culations en B, I, A, W ,m. 

Portons à partir de A une longueur A'O égale et parallèle 
à AB; fixons le point O que nous relierons par une tige OB à 
Tarticulation B. 

Si Ton déplace OB autour deO, la figure se déformera; mais 
AB restera parallèle à A'O. Le point m décrira donc la perpen- 
diculaire en A' à A'O. 

Le système de Kempe doit être placé après celui de Peau- 
cellier, puisque, avec le même nombre de tiges et une articula- 
lion de plus, il ne conduit qu'au tracé mécanique de la ligne 
droite. 

(c) Systèmes à cinq tiges de Hart. — Dans les deux sys- 
tèmes que nous allons étudier, M. Hart a réduit de deux le 
nombre de tiges employées par M. Peaucellier, tout en con- 
servant les propriétés de Tappareil de ce dernier. 

1° Soient AB=i: A'B' (//g*. ?.5) deux tiges articulées à leurs 

Fig. 25. 

B' 

/ 
/ 

' / / ^ \ ^ 

f / /' \ \ ^ 

/ ' ' l ^ \ V 

I II \ \\ » 

I II \ \\ » 

I II \ \\ 

\ I I \ \i 

\ I * ^^'^^ 

l^'^^ ^ ^v- - u ^ 

A r-« -'-3 

extrémités et en diagonale à deux liges AA', BB' de même 
longueur que les précédentes; un point fixe autour duquel 
la tige AB peut se déplacer. Le système ne sera à liaisons com- 
plètes qu'en l'assujettissanl à une dernière condiiion que 
nous établirons ultérieurement. 
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Les triangles ABA', B' A' B étant égaux, il en est de même de 
leurs angles en B, A', et les droites BA' et AB' sont parallèles. 
Portons, à partir du point A sur A A', la longueur 

et soit m Tintersection de la direction ^de OC avec BB' ; si l'on 
fait éprouver une déformation au système, les droites OC m, 
BA', AB' ne cessent pas d'être parallèles, et le trapèze CBA'/w, 
qui est isoscèle, est inscriptible. De ce que B'm = AC, la lon- 
gueur B/7Î reste invariable. 

En désignant par I la seconde intersection de AB avec la cir- 
conférence circonscrite au trapèze ci-dessus, on a 

AI.AB = AC.AA'; 

par suite, 1 est un point déterminé de AB. 

D'autre pari, 

OC.Om = 01. OB = const. 

Si donc PC est une tige articulée en C et mobile autour d'un 
point fixe P, le lieu du point m sera une circonférence ou une 
droite. 

2° Soient [fig- 26 (' )] 

Fig. 26. 



OA = a, 0'A'=:a' deux tiges mobiles autour des points fixes 
0,0'; 



(') L'analyse suivante est empruntée à M. Darboux, à quelques diffé- 
rences près. 
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Am = b, \' m = b' deux autres tiges articulées en A, A' aux 

précédentes et réunies en m par une articulation ; 
/ la distance donnée 00'. 

On rendra le système à liaisons complètes en s'imposant la 
condition que les angles OA/n, 0' A'm restent constamment 
égaux, sauf à voir plus loin comment il sera possible de réaliser 
cette conception. Si nous portons sur AO, A'O' les longueurs 
respectives 

. . .„ km, M m .,., A' m. km 

les triangles /wAB, mk'O' resteront semblables^ de même 
que les triangles mk'W, m AO. 
On déduit de là 



A/w 
A'O' 


AB 

"" A' ru 


k'm A'B' 
AO ~ km' 




AB 


A'B' 



d'où 

Si nous représentons par h ce rapport, nous aurons 

(•2') AB = Â:a, A'B' = /ta'. 

Les mêmes couples de triangles semblables donnent aussi 

(3) wB=/wO'~, mB' = wO^. 

b b 

On a, en raison de la similitude des triangles, 

BmA = /wO'A', 
Omk = wB'A', 

et, en remarquant que 

/«B'A' = wO'A'-+-0'/»B', 

il vient, en retranchant la seconde de la première des inéga- 
lités ci-dessus. 



OmB=0'/»B. 
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Mais on a aussi 

.-\. /"-. /^ 
B/»B' = 0/wB' — OmB, 

0/wO' = OwB' — O'mb'; 
d*oii, en raison de la relation précédente, 

angle que nous désignerons par 9. 
Si (/est la distance BB\ on a. en ayant égard aux valeurs (3), 



d^=mB -h/wB' — 2/wB.wB'cosç) 

2 2 

l^ = mO -h niO' — a/wO./»0 cosîp, 

d'où, par Télimination de coscp, 

En posant 
on a 



mO' =^'2-f-//2— 2a'6'cos4^, 



wO = r/2 -h />* — a«6 cos4^, 

et, par Télimination de cos^»» 

(5) ^,mO -^mO = j^, 

Il résulte des équations (4) et (5) que la dislance d est con- 
stante et s'obtiendra, soit par le calcul, soit par une épure lors- 
qu'on se donnera la valeur de A*. Le système théorique pro- 
posé sera donc réalisé en joignant, au moyen d'articulations, 
les points B, B' par une tige. 

Prenons le point pour origine des coordonnées rectangu- 
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laires, 0(y pour la direction de Taxe des j?; nous avons 



m\J' =(/ — .r)2-f-/2^ 



et, en ayant égard à ces valeurs, l'équation (5) devient 

IT ~ Ob' b' 



''^ (?-î')('^'+^')- 



La ligne décrite par le point m sera donc généralement une 
circonférence, et se réduira à une droite perpendiculaire à 
00' si ab = a' b'. 

Considérons spécialement ce cas particulier : soient 

S Tinlersection de la parallèle à 0.r, menée par le point m, avec 

la direction de OA ; 
ï rinlerseclion de la direction de m A avec Ox; 
w la vitesse angulaire de OA autour de 0; 
V la vitesse du point//?. 

On a, parla similitude des triangles /wAS, OAT, 

to.OA 
V = — -T- Sm = w.OT. 
Ab 

8. Engrenage elliptique. — Cet engrenage a pour objet de 
transformer une rotation autour d'un axe en une autre autour 
d'un axe parallèle au premier, de manière que le rapport des 
rotations suive une certaine loi qu'il s'agit d'établir. 

Soient {fig, 27) 

(S) et (S') deux ellipses égales, en contact sur la direction 

commune de leurs grands axes; 
0, 0' les foyers des deux courbes qui sont respectivement le 

plus et le moins éloignés du contact; 
F, F' les deux autres foyers. 

Si l'on fait tourner (S') comme roue menante de la gauche 
vers la droite autour du point 0' rendu fixe, on déterminera 
une rotation de (S) autour du point fixe 0, et le contact en m 
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{fig» 28) aura lieu consiammeni sur 00'. Le mouvemenl (S) 
sera interrompu à partir de l'instant où F' viendra, après une 
demi-révotion de (S'), se placer sur 00'. 
Soient 

2 a le grand axe et e rexcenlricilé des ellipses; 

^' l'angle dont (S') a tourné, c'est-à-dire l'angle formé par 0' F 

avec le prolongement de 00'; 
0/72 = f y Ont = 2a — r' les rayons vecteurs de (S'), (S); 
r»), &>' les rotations autour de 0, 0'. 

Fig. 27. 




Comme (S) roule sur (S') censé fixe, on a 



et comme 



il vient 



ù) 



to 'la — r 



r = 1,-, 7 

IH- 6? cos 6 



ù) 



co 



i — e' 



i -h <?2-f- -idcosO' 



3i6 
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En désignant par d Tangle mOï dont (S) a tourné, on a 



i)m = -, 

I — ecosO 



_ a(i—e^) 

Om — Ha r-, > 

I -r-ecosb 



d'où, en identifiant, 

. 2é?-i-Cl H-r* )COS0' 

COSO =r-. . 

I -f- e*-r- 2^COS0 

£n se donnant le profil des dents d'une roue, on obtiendra 
celui des dents de Taulre roue, en appliquant la méthode 

Fig. 28. 




donnée pour les engrenages cylindriques, les ellipses se trou- 
vant substituées aux circonférences primitives. 

Si un flanc est rectiligne, il doit être normal à l'ellipse. 
Comme les dents font une faible saillie sur les ellipses, on 
pourra, sur une certaine étendue, remplacer les deux courbes 
par leurs cercles osculateurs. On substituera ainsi aux profils 
réels des têtes de petits arcs d'épicycloïdes. Il est facile de re- 
connaître que la courbure des têtes va en diminuant à mesure 
que Ton s'approche d'un sommet du petit axe. Il est évident 
qu'il suffît d'exécuter le panneau d'un quart d'ellipse pour 
faire le tracé des dents des deux roues. 

La continuité du mouvement peut d'ailleurs s'assurer géo- 
métriquement en montant sur chacun des axes 0, 0' une autre 
roue elliptique identique à la première, mais inversement dis- 
posée. 
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9. Engrenage logarithmique, — Soient {fig* 29) 

O, 0' les cenires de deux rotations de sens contraires et qui 
sont les pôles de deux spirales logarithmiques représentées 
par 

OA, OA' les droites à partir desquelles on mesure les angles Q 
et B'; 

niy m' deux points correspondants des deux courbes qui vien- 
nent coïncider sur 00'. 




Les angles 0, B' définissant a/i, m' auront entre eux la relation 



et il y aura contact en M sur 00', puisque les tangentes des 
angles formés par les tangentes en m avec les rayons vecteurs 

0/n, 0' ni sont respectivement --> 

En désignant par 9, 9' les angles MOA, M'OA', on a 

to clo ^ 

I 

mais de la relation 
on déduit facilement 

d'^ _ r' 

do' ~~ r 
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Il vient donc 



to' r 



Il suit de là que AM roule sur A'M considéré comme fixe. 

Exemple (machine à imprimer de Bacon et Donkin). — 
Soient {fig* 3o) deux carrés dont la longueur du côté est 2 a, 

Fig. 3o. 




disposés de manière que, lorsque l'une des diagonales de Tun 
se trouve suivant 00', deux côtés parallèles de Taulre soien 
perpendiculaires à celle direction. On prendra 

ro = OA = rt, r'o = O'A' = a /? ; 
d'où 

conditions compatibles dont Tune permettra de déterminer a" 
On remarquera que les arcs AM, MA' des spirales sont iden- 
tiques. 
On a 

co /- . tu I /- 

max. —, = v^2, min. —, = -i/i. 
tu tu 2 

Le rapport d'un maximum à un minimum est égal à 2. 
Les arcs se reproduisant deux fois sur un côlé des carrés, 
il y aura dans une révolution autour de et 0' quatre maxima 

et quatre minima de — • 

r*) 

10. Joint Clémens, — Ce mécanisme a pour objet de trans- 
former l'une dans l'autre deux rotations égales autour d'axes 
concourants. 
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Soient [fig, 3i) 

Oz, 0' z' les deux axes de rotation; 

00' une perpendiculaire à la bissectrice de leur angle, qui les 

rencontre respectivement en et 0' et dont le milieu est C; 
So, S'o deux points de la bissectrice symétriques par rapport 

à 00'. 

Fig. 3i. 




Concevons que Ton relie So aux extrémités et 0' des ar- 
bres par des tiges ou manivelles OSo, O'So, munies chacune 
d'un tourillon perpendiculaire au plan de la figure et s'enga- 
geant dans des coussinets qui terminent les arbres. En So se 
trouve un genou, formé, comme on le sait, d'une sphère 
pleine, qui termine une des manivelles, venant se loger dans 
une sphère partielle creuse de même rayon et qui termine 
l'autre manivelle. La même disposition est adoptée pour le 
sommet S'^ ; mais, comme elle n'a pour objet que de renforcer 
la première ou de donner au mécanisme un aspect particu- 
lier, qu'elle n'est pas utile au point de vue géométrique, nous 
en ferons abstraction. 

En admettant que le système soit possible, sauf vérification 
ultérieure, la rotation w' autour de 0' z' déterminera une ro- 
tation £2 du triangle isoscèle OSoO' autour de 00', d'où résul- 
tera une rotation w autour de Oz. Il est évident que, en raison 
de la symétrie, les deux rotations o, w' sont égales et, de 
plus, de sens contraire. Nous désignerons par S une position 
quelconque du sommet du triangle. 
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Pour fixer les idées, nous supposerons que Oz est vertical 
et nous prendrons zO'z pour plan vertical de projection. 
Soient (y/g^. 32) 

Fig. 32. 




XoO o^'q la ligne de terre perpendiculaire à Oz ; 
l Tangle donné SoOO'; 

/Tangle CO^'o également donné; 

Rn^CSo le rayon du cercle décrit par S; 

s, s' les projections horizontale et verticale de S, Osx étant la 
projection horizontale du côté OS du triangle mobile; 

0^ la perpendiculaire à Ox dans le plan horizontal ou la di- 
rection de l'axe de la charnière 0; 

S| la position que prend S quand on rabat le plan du cercle de 
rayon R sur le plan vertical en le faisant tourner autour de 
sa trace CSo; 

9 =: SjC^' Tangle dont le triangle a tourné à partir de la po- 
sition OSoO'; 
9 l'angle variable xOxq. 

La vitesse angulaire de l'arbre Oz est 



0) 



r/0 

7ù ' 



elle a lieu de la droite vers la gauche en se plaçant suivant 
Oz, en ayant les pieds en 0. 
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Si k est rintersecUon de s' s avec O.ro, on a 

sk = 0k tang6 = Si s' = R sincp, 

d'où 

Ok = Rsin(pcot6. 

Comme OA* est la différence des projections sur œox'ç^ de 
C^' = R COS9 et de OC = R cotX, on a 

0/f = Rcoscpsini — RcotXcos/; 

d'où, en égalant les valeurs de Ok, 

sino 



(i) lange = 



008 <p sin i — colX cos^ 



dû 
On déduira de là, en fonction de -rz = w, o et 9, la ro- 
c/s- 
tation û = -^ du triangle autour de 00', 

Soient x ^^ rotation de la manivelle OS autour de son axe 
de figure; Xx sa projection sur 0^, 
La rotation £2 donne les composantes 

— Q sin/, suivant 0^, 

— ûcosi, » 0.^0 ; 

d'où, pour la composante suivant Oûo, 

d'-o 

il) Ç = — ûcosiCOsO = ï*-c6s/cosG. 

^ ' dt 

D'autre part, on a 

7^ __ OS _ OSo R I 

X^ " Ov "" O.y - sinX ^ S/c 

sinO 

R sin R sin i sin 6 



d'où 

(3) X^=X 



sin X Si s sin X R sin c? sin X sin o * 

sinX sino 



sin 6 



La manivelle ne pouvant tourner autour de Oxy qui est 

VII. ai 
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perpendiculaire à l'axe de la charnière, la somme des expres- 
sions (2) et (3) est nulle; par suite, 

cosi sin6 cos6 do 

( 4 ) 7 = — - • 

^^ '' sinX siucp dt 

Soit 4* Tangle dont a tourné la manivelle OS autour de son 
axe; on a x= -^r' et, en éliminant au moyen de Téqua- 
lion (i), on trouve 

i'\ //i,— ^^^' sincpCcoscp sini — cotX cosi)c?cp 

^ ~~ siii X cos* cp sin* i — sin* i cot X cos cp -f- cot* X cos* i h- sin* <p ' 

expression que Ton ne peut intégrer. 

Comme, généralement, cotXcot/ est plus grand que Tunité, 

d^ 

-jy ne peut s'annuler que pour 9 = o, 9 = 180°. Pour 9 = 90°, 

on a 

d^ _ tangX cost do 

àt ~~ co8*i-r- lang*X dt 
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CHAPITRE m. 

DE L'ACCÉLÉRATION D'UN POINT. 



11. ^accélération d^un point, lorsque sa direction est 
constante, est proportionnelle au rapport du cube de la 
vitesse au rayon de courbure de la trajectoire. — Soient, 
à l'instant t, u ei 9 la vitesse et l'accélération du point et p 
l'angle qu'elles forment entre- elles; 2c la corde interceptée 
dans le cercle osculateur par la direction de 9. 

Au bout du temps dt, la vitesse sera comprise dans le plan 
de (^ et 9, et ainsi de suite; d'où il suit que la trajectoire est 
plane. 

La composante u sin^ de u normale à 9 étant constante, on 
a, en désignant par a sa valeur, 

p sin p = a. 
Mais on a (t. I, p. 4^) 

_ C'î __ P» ^ 

• ~ p sin p ~~ c ' 



d'où 



ce qu'il fallait établir. 
On a aussi la relation 



p3 



c a ' 



d'où un autre théorème qu'il est facile d'énoncer. 

12. L'accélération d'un point dirigé vers un centre fixe 
est proportionnelle au cube de la vitesse^ au rayon vecteur 
et à la courbure de la trajectoire. — On démontrerait, 
comme ci-dessus, que la trajectoire est plane. 
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Soient 

le centre fixe ; 

r le rayon vecteur; 

(X l'angle qu'il forme avec la normale. 

L'indice o caractérisera les valeurs de v, r, a, qui se rap- 
portent à un instant déterminé /o. On a, d'après le théorème 
des aires (t. I, p. 45), 

vr cos OL = Voro cos oq» 

et, en remarquant que <p cos a = — > il vient 



* proi^oCOSao 

ce qu'il s'agissait de démontrer. 
On remarquera que 



rc 



P ^ . 

c ro^oCOSao' 

d'où un nouveau théorème que nous nous dispenserons d'é- 
noncer. 

13. Rayon de courbure de la parabole. — Soient {Jig, 33) 

Fig. 33. 




un point déterminé de la trajectoire d'un point pesant, où 
Ox est la direction de la vitesse v^^Oz la verticale du point 0. 
On a 



X = Po'j 
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d'où, par rélimînation de /, pour l'équation de la trajectoire 
parabolique, 

X^ = Z, 



Le foyer F de la parabole se trouve sur la droite partant 
de symétrique, par rapport à 0^, du prolongement de Oz, 

et à la distance OF = — ^ du point 0. 

Soient 

A, AFzi le sommet et l'axe de la courbe; 
P la projection de F sur l'axe OXy ou l'intersection de la tan- 
gente en A avec cet axe ; 
2c la corde interceptée par Oz dans le plan osculateur en 0. 

On a 



(>• = —Il • 



par suite, 

= 2.C, 






d'où ce théorème de Maclaurin : 

La corde du cercle osculateur, déterminée par le diamètre 
correspondant, est égale au paramètre relatif à ce diamètre. 

Soit p = OG le rayon de courbure de la parabole en ; on a 



V? 






c = p C0SG03 = pcosGOF = -^ = 2OF; 

d'où 

6gcosGOF=20F. 

Donc : le centre de courbure se projette sur la direction 
du rayon vecteur focal en un point H, distant du foyer 
d'une longueur égale à ce rayon, 

ik. Rayon de courbure de Pellipse, — i<* Considérons d'a- 
bord l'ellipse comme étant décrite par un point m, partant de 
l'un des sommets du grand axe 2a avec une vitesse ^0, dont 
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l'accélération fxr (<), dirigée vers le centre, est proportion- 
nelle au rayon vecteur r, menée de ce centre au mobile m. 
Le second axe est donné par 

10 = — -» 

Soient/? la distance du centre à la tangente en m ou la pro- 
jection de r sur la normale; v la vitesse et p le rayon de cour- 
bure en m. 

L'accélération normale étant ^p, on a 

et, d'après le principe des aires, 
En éliminant v et |ul entre les équations ci-dessus, on trouve 



P= -^z 



<7« h^ 



Soient {fig. 34) OC le demi-diamètre conjugué au rayon 
vecteur 0/w = r;/wD=/7la distance de /w à OC; on sait que 

ah = ÔC xm^ = ÔC /?, 
et l'on a, par suite, 

P = 



Portons sur le prolongement de OC, à partir du point C, la 
longueur CE = OD, et déterminons Tinterseciion T de la di- 
rection de mi) avec la perpendiculaire en E à /wE; nous 
avons 

„ DE* Ôc' 

DT = -=r- = -=:r- = p, • 

mD mD 

et, en portant sur /wD, à partir de m, la longueur mG =DT, 
on déterminera le centre de courbure G de l'ellipse. 

C) T. I, p. 64. 
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On délermineraii de la même manière le centre de cour- 
bure de l'hyperbole censée décriie par le point m, en vertu 
d'une vitesse initiale Vq à l'un des sommets et de l'accéléra- 



/x 



tion f/..0/w dirigée dans le sens de 0/w. 



Fig. 3', 




^° Considérons maintenant l'ellipse comme étant directe par 
un point m dont l'accélération, dirigée vers un foyer F, varie- 
rail en raison inverse du carré du rayon vecteur r = F/w; 
dans ce qui suit, p représentera la dislance de F à la tangente 
en m, a l'angle formé par r avec la normale. 

Nous avons 

p = reosa, 

et, en nous reportant à la page 6^5 du Tome I, 



k 



p 



o = 



a{i — c^)f 



.2 






L'accélération normale a pour expression 



^2 I 



A- 



/,* p r* eus* a p 
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ei, en ridentiOant à 9 cosa, on trouve 



P = 



a COS-* a 



En désignant par r' le rayon vecteur Y m partant de l'autre 
foyer F', on a, d'après une propriété connue, 

^2= /cosa.r'cosa, 
d'où 



P = 



rr 



a cos a 



Soient s Tinterseciion de la normale avec FF'; n le point 
symétrique de F' par rapport à la tangente; les triangles sem- 
blables /wF^, nYY' donnent 

— Vm, F' n rr' cos a 
fns = — =z — = , 

et l'on a, par suite, 



cos 2 a 



Il suit de là que le centre de courbure G s'obtiendra en 
menant en s une parallèle à la tangente, rencontrant en t le 
rayon vecteur F/w, puis déterminant l'intersection de la nor- 
male avec la perpendiculaire en / à ce rayon. 

Cette construction s'applique évidemment à l'hyperbole et à 
la parabole. 

15. Propriétés géométriques de ta cycloïde. — Nous dé- 
signerons par R le rayon de la circonférence génératrice. 
Soient à l'instant t {Jïg. 35) 

0, a, b les positions du centre, du sommet, du point de con- 

tact avec la droite directrice bx de la circonférence; 
m celle du point décrivant; 
p le rayon de courbure en /w. 

Soient de plus F le sommet de la cycloïde et/ sa projection 
sur bx» 

Nous pouvons suppos€fl* constante la rotation instantanée w 
autour de b; en la transportant en 0, nous obtiendrons la 
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translation uR parallèle à bx et la rotation gj autour de 0, 
qui seule déterminera pour le point m une accélération, soit 

l'ig. 35. 




w^R, dirigée de m vers 0. La composante normale de cette 
accélération étant w^ — , nous aurons 



w 



mb 



mh 



= to- 



d'où 



p = •! mb. 



Donc : ie rayon de courbure de la cycloïde est le double 
de la normale. 

Soit g l'intersection de la direction de ab avec la perpendi- 
culaire au centre de courbure c à cbm. On a évidemment 

h^ = ah = 2l(, 

et la circonférence décrite sur bg comme diamètre passe 
par le point c. Si d est Tintersection de F/ avec la parallèle 
en g* à bxy on a 

arccg' = arcam = arc amb — dvc mb = bf= gd. 

Il suit de là que la développée de la cycloïde est une courbe 
qui lui est identique^ mais dont les sommets et les points 
de rebroussement correspondent respectivement aux som- 
mets et aux points de rebroussement de Venveloppe, 
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Soient w! un point de la cycloïde infiniment voisin de /w; 
V le point d'intersection de la normale m! c avec fx. L'aire 
du triangle mcm' esi quadruple de celle du triangle bel' ; par 
suite, Taire du quadrilatère mhVm' est triple de celle du 
triangle bcb' ou du triangle mbn déterminé par la corde de la 
circonférence parallèle à cm' , Il suit de là que : 

1° Une portion de l'aire de la cycloïde, comprise entre 
deux normales quelconques, est le triple de la portion de 
l'aire du cercle générateur , limitée par les parallèles à ces 
normales menées par le point de contact de ce cercle avec 
la droite directrice; 2° l'aire de la cycloïde est triple de 
celle du cercle générateur. 

Si k est l'intersection de an avec bn, on a évidemment 
mm' =: 2/r/i, c'est-à-dire que Taccroissement infiniment petit 
de l'arc F/w mesuré à partir du sommet est le double de l'ac- 
croissement infiniment petit de la corde am. Donc : 

1** L'arc de la cycloïde ^ mesuré à partir du sommet, est 
égal au double de la corde correspondante du cercle géné- 
rateur, partant de son sommet; 2<» la longueur totale de la 
cycloïde est égale à quatre fois le diamètre du cercle géné- 
rateur. 

Soient 

1 la projection de m sur ba; 

a l'angle mba formé par la normale avec la direction de ba ; 

z la distance al; 

y la distance m\; 

s l'arc Fm. 

On a 



am =- = V2R.«I, 
2 



bm Jab . b I 

COS a = -z=r — ï — 

ah «^ 

d'où 

V/2K 
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Nous voyons ainsi qu'en désignant par A, B deux con- 
stanteSy l'une ou l'autre des équations 

cos a -= B \/y 

représentera une cycloïde dont il sera facile de déterminer le 
rayon de la circonférence génératrice. 

16. Rayon de courbure de Vhélice. — Soient (3 l'angle 
constant sous lequel l'hélice coupe les génératrices du cy- 
lindre; R le rayon de courbure de la section droite du cylindre. 

La courbe peut être considérée comme étant décrite par un 
mobile qui se meut sur la section droite avec la vitesse con- 
stante c^, tandis que cette section se transporte parallèlement 
à elle-même avec la vitesse ^ cot(3. 

Or la seule accélération qui résulte de ce double mouve- 



t^2 



ment est l'accélération -jr normale à la section droite, néces- 
sairement dirigée suivant le rayon de courbure de Thélice, 

puisque la vitesse résultante (^y^i -h cot-(3 est constante. 
Ainsi la direction du rayon de courbure p de l'hélice se con- 
fond avec celle du rayon de courbure de la section droite. 
Enfin on a 

IX-- p ' 

d'où 



p -=R(i-(-col'p) = 



R i 

I 
( 
i 



sin2 p ' 



et une construction simple fera connaître la position du 
centre de courbure de l'hélice. 
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CHAPITRE IV. 
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§ I. — Mom^ement d^une figure plane dans son plan {^), 

17. On peut supposer que la rotation instantanée w est con- 
stante. Le centre des accélérations, dit alors géométrique, se 
trouve sur la perpendiculaire à la vitesse U du centre instan- 
tanée de rotation 0, menée en ce centre, en sens inverse de la 

rotation de w, et à une distance du même centre égale à — • 

Supposons que l'on puisse déterminer le centre géomé- 
trique A des accélérations de la figure et proposons-nous de 
trouver le rayon de courbure de la trajectoire d'un point m de 
cette figure. Soit I la projection de Asur 0/w. La composante 

normale — '- de Taccélération de m n'étant autre chose 



que la projection w^./wl de l'accélération totale (ù-.km de ce 
point sur /wO, on a 

d'où p. 

Si à l'inverse p est donné, la position du point I sera déter- 
minée, et alors on saura que A se trouve sur la perpendicu- 
laire en I à 0/w. 

18. Détermination du centre géométrique des accéléra- 
tions dans quelques cas spéciaux : 

1° Le mouvement de la figure (S) est défini par le rou- 

(>) T. I, p, 92. 
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lement d'une courbe (a) tracée dans son plan sur une 
courbe fixe {a'). — Soient 

le point de contact de (o*), (o-') ou le centre instantané de 

rotation de (S); 
R, R' les rayons de courbure de ces courbes en ; 
ds rélément commun aux deux courbes. 

On a (n" 5) 

or ds = Vdt, par suite, 

U I RR' 



R""R' 

ce qui définit la position du centre géométrique A. Cette for- 
mule est notamment applicable à la détermination du rayon 
de courbure de la classe des épicycloïdes. 

Si la courbe fixe se réduit à une droite ou si R' = oo, le 
centre coïncide avec le centre de courbure de la courbe mo- 
bile ((7). 

Supposons, par exemple, que (o*) soit une parabole : soient 

F le foyer qui décrit une courbe dont on veut déterminer le 

rayon de courbure p; 
C le centre de courbure en 0; 
I sa projection sur la normale OF. 

On a 

2 

OF 
Fi = 



P 

mais, dans la parabole (n° 13), IF=:: FO; donc 

P = FO, 

où le rayon de courbure est égal à la normale, ce qui caracté- 
rise la chaînette. 

2<* Une des conditions du déplacement de (S) est que l'un 
n de ses points soit assujetti à rester sur une courbe don- 
née. — Soient C le centre de courbure de la courbe; I la pro- 
jection du centre A sur C«. 
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On a, d*après ce qui précède, 

— î 

, On 

ni = ■z=-^ 

nC 

ce qui détermine une perpendiculaire à Cn sur laquelle se 
trouvera A. 

On remarquera que, si la courbe se réduit à une droite, le 
point A se trouve sur cette droite. 

Le centre A se trouvera déterminé dans le cas où deux 
points /z, /i' de (S) seraient respectivement assujettis à rester 
sur deux courbes données. 

3° Une des conditions du déplacement de (S) est qu^une 
courbe tracée dans son plan passe constamment par un 
point fixe Q. — Soient (y?g*. 36) 




nn\, n\n2 deux éléments consécutifs de la courbe, le point n 

se trouvant en Q à Tinstant t; 
le centre instantané de rotation, situé sur la normale au 

point n ; 

C le centre de courbure et dz Tangle de contingence au même 
point. 
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Au bout du temps d/, nris n-i sera venu en n'Qn'^, le point /Z| 
venant coïncider avec Q, et le centre instantané venant se 
placer en 0' sur la normale à Qn^. 

On a 

n'Qn'^ = i8o**— s, n'QO = 90° — w dt, 
OQ/i'î =/i'Qn'^ — n'QO = 90°— dz-hu) dt, 
O'QO = 90°— ÔQw'i = ^/e — (0 dt. 

Soient A le centre géométrique des accélérations, situé sur 
la perpendiculaire en à 00'; K, I les projections sur OQ de 
0' et A. 

Nous savons que 

o) dt 

Les triangles semblables OAI, OO'K donnent 



01 = O'K 



OA O'K 



00' ^^^ ' 



mais 



d'où 



O'K = O'QsiûO'QO = OQ(rfe- w^O, 



on a aussi 



Qn' = util = oi,OQdt^ 
dt _ I 

par suite, 

-2 

(«) 01= ^-ÔQ. 

On remarquera que 

ÏG = ()i-ÔG= ^ — ÔQ — (00 — CQ) = ^^^Z-^^^' 

cy V . V v/ ^^ 

ou 

— s 
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L'une ou l'auire des formules (a) et (b) déterminera le 
point l, par suite, une perpendiculaire à la normale OQ sur la- 
quelle se trouvera le centre A. 

Si la ligne donnée se réduit à une droite, ou si CQ== oc, on 

a simplement 

01 = — 00. 

Les rayons de courbure de la conchoïde et de la cissoîde (*) 
se construiront facilement en faisant l'application de la se- 
conde et de la troisième des règles ci-dessus. 

19. Sur les propriétés d'une courbe qui roule sur une 
droite, — Déterminer la forme que doit avoir une courbe pour 
qu'en roulant sur une droite un point m de son plan décrive 
une courbe donnée, tel est le problème que nous nous pro- 
posons de résoudre. 

Soient {Jig* 37) 

Fig. 37. 



»i- 




le point du contact de la courbe cherchée avec la droite di- 
rectrice ; 

p =3 OC le rayon de courbure de celte courbe, C étant aussi le 

centre géométrique des accélérations; 
R = /wK le rayon de courbure de la courbe décrite par m ; 
r = mO sa normale ; 
9 l'angle que celle normale forme avec OC; 



(«) Considérée comme le lieu du milieu du côté d'un angle droit, dont 
rextrémité décrit une droite, la direction de l'autre côté étant assujettie à 
passer par un point fixe. 
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mx une droite ^w^ dans le plan de la courbe mobile, menée 

par m\ 
T son inlerseclion avec la droite directrice du roulement; 
l'angle formé par mO avec mx, 

La courbe cherchée sera définie par une relation entre les 
coordonnées polaires r et B, 

L'accélération normale —5— du point m, dirigée de m vers K, 

étant égale à sa composante de w^/C/w suivant sa direction, ou 

à w2(r — p COS9), on a 

Or 

d'où, pour l'angle de contingence de la courbe roulante, 

et, en désignant par ds = l'élément d'arc de cette courbe, 

° C0S9 

dv r d^ 

9 = 



L'équation (i) devient 
d'où 

(2) — ' — 



^/O /• — K 



Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que l'équn- 
tion (2) permet de résoudre immédiatement le problème pro- 
posé dans le cas où R = mr, m étant un nombre quelconque 
positif ou négatif : on 0, en effet, 



T 



d'f _ 
d'où, en choisissant la direction de mx de manière que 9 soit 

VII. 2J 
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nul avec 6, 

eu =>= —' 

' * m — 1 

On déduit de là 

dr e 

puis, en désignant par Tq la valeur de r correspondante d=: o, 

e 

(4) r=ro*C08'«-* 



m — 1 



L*hypoihèse de /7i = i est inadmissible, ce qui est d'ailleurs 
évident a priori. Pour /ti = 2, la courbe roulante est une cir- 
conférence dont le diamèlre est égal à ro, ce qui devait être, 
puisque la relation R = 2r caractérise la cycloïde. Pour 
m— — I, on obtient une parabole rapportée à son axe et à son 
foyer; la courbe caractérisée par r =1 — R est la chaînette que 
nous avons déjà rencontrée au n** 18. 

Proposons-nous maintenant d'intégrer Téquation (2) en sup- 
posant que R soit exprimé au moyen de la variable r. Nous 
avons 

cIq do dr do «^loecoso 

~ik = ^ -r — JE = ^ -y- tango = — r ^= i, 

r/6 dr r db dr ^ ' dr 

et réquation précitée devient 

r/logcoscp _ I 

d? """"/T^R^ 

d'où, en désignant par C une constante positive, 

(5) coscp = \/Ce \ '-^ . 

On déduit de là 



\ dr i /e -^ ^ 



^ J / — R 



d'où, en désignant par e une seconde constante, 

/* dr 
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Si le lieu de m est un cercle ou si R est constant, l'intégra- 
tion peut s'effectuer, mais le résultat obtenu est trop compli- 
qué pour qu'il y ait lieu de s'y arrêter. 

Supposons que Ton veuille tracer la courbe méridienne de 
la surface de révolution dont la moyenne courbure est con- 
stante et égale à :^ • Nous aurons, en prenant pour droite di- 
rectrice l'axe de la surface, 



I I _ I 



et l'équation (6) donne, par l'élimination de R, 

dr 



6-h£ = 



=^/: 



rv/r(r— 2tK) — G 

Cette intégrale s'obtient facilement en posant r= -et l'on 
obtient finalement 

K 



[/•-è 



cos(6 -h s) 



En choisissant convenablement la direction de mxy on peut 
faire en sorte que e = i8o*», et alors il vient 



(7) ^=- 



C 
K 



V-l 



^,cose 

On voit ainsi que la courbe donnée est décrite par le foyer 
d'une conique roulant sur une droite. 

Pour que r soil positif, ce qu'exige la nature de la question, 
il faut que C et K soient de signes contraires. Si K est positif 
et C négatif, la courbe roulante est une hyperbole. Si K est 

négatif et C positif, la courbe est une ellipse. Enfin, si, :^ res- 

tant fini, K est infini, on obtient une parabole. 

Mais ce mode de génération de la courbe ne permet pas de 
voir nettement les différentes formes qu'elle peut affecter; il 
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convient à ce point de vue de compléter la solution ainsi qu'il 
suit. 

i« La courbe roulante est une ellipse, — Soient {fig. 38) 

Fig. 38. 




Ox la droite directrice prise pour Tun des axes coordonnés ; 
2a, 261e grand et le petit axe de Tellipse qui touche 0»ren;K; 
F le foyer décrivant, F' l'autre foyer; 
0P= â?, FP =7 les coordonnées de F; 
/ = F' P' l'ordonnée de F^ 

9 = ¥Tx l'angle formé avec Ox par la tangente en F au lieu 
décrit. 



On a 



d'où 
d'ailleurs, 



FKP = F'KP'=9o«-<p, 
X = FKcoscp, 7' = F'Kcoso, 



j H-j) = 2«coso; 



xï = ^^ 



et, en éliminant j' entre les deux dernières équations, 

(8) j' — a«jcoscp 4- ^2 = o. 

Si <p est obtus, il faudra changer le signe du second terme de 
l'équation (8). 

La courbe est ondulée et ses points minima et maxima cor- 
respondent à 9 = o et respectivement à 



(9) 



ji = a — ^à^ -h b^^ ^2 = ^ -+• /«* — 6*. 
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On déduit de l'équalion (8) 

(10) . C0S9 = : 

Il y a nécessairement un point d'inflexion entre un minimum 
et un maximum consécutifs, qui est donné par -7? = o, qui 

correspond à j = 6 et à 

h 

COScp = -. 

' a 

2<' La courbe roulante est une hyperbole, — Il suffit, dans 
ce cas, de changer le signe de b^ dans les équations (8) et (10), 
qui deviennent 

(8') Y^zp'iax co^^ — Z?2 = o, 

(10) coscp = ±^ 

' 'laj 

Soient (F), (F') les courbes décrites par les foyers F, F'. En 
prenant^' en valeur absolue, on a 

Pour simplifier le langage, nous supposerons Ox horizon- 
tal, ce qui nous permettra de considérer l'hyperbole comme 
composée d'une branche supérieure (B) et d'une branche 
inférieure (B'). Soient {Jig, 39) Fo, F; les points de (F), (F') 
correspondant à la position de (B) pour laquelle Ox est la 
tangente au sommet. Faisons passer Oj par Fo et faisons rou- 
ler (B) sur Ox de la droite vers la gauche; 9 diminuera à par- 
tir de 180" et le mouvement s'arrêtera pour 9 = 90^ ou 
y^y'=zby puisque Ox deviendra une asymptote com- 
mune à (B) et (B'). Nous aurons ainsi obtenu les arcs FoFi 
FjF^ de (F) et (F'), aux extrémités Fj, F'^ desquels les tan- 
gentes seront verticales. Faisons maintenant rouler (B') sur 
Ox de la gauche vers la droite jusqu'à sa position extrême; le 
point F décrira l'arc Y^ F2 identique à F^ Fj. On sera ainsi ar- 
rivé au tracé FqFi F2 d'une demi-boule de (F), que l'on com- 
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plèlera en faisant rouler sur Ox, dès l'origine, la branche (B) 
(le la gauche vers la droite. 



X 



Fig- 3r. 




F', 



X 



T'i 



a 



3° La courbe roulante est une parabole. — En posant 
— /? et supposant a = oc, l'équation (lo) donne la suivante 



P 
cos 9 = — > 

^ J 



qui est bien celle de la chaînette. 



§ II. ~ Accélération d'un point d'un système invariable 

dans le cas le plus général. 



20. Expression de l'accélération. — Pour simplifier, nous 
appellerons axe des vitesses l'axe instantané de rotation et de 
glissement du système (S). La vitesse orthogonale de cet axe 
sera le rapport à l'élément du temps de la plus courte distance 
de deux de ses positions consécutives. L'accélération de glis- 
sement sera l'accélération dans le mouvement de translation 
de (S), c'est-à-dire la dérivée géométrique de la vitesse de 
glissement. 



D'É l'accélération d'un point d'un système invariable. 343 
Soient {fig, ^o) 

OZy 0' z' deux axes des vitesses consécutifs du système inva- 
riable (S); 



U = 



00^ 

dt 



la vitesse orthogonale dont la direction sera prise 



pour axe des x, en plaçant l'origine en 0; 
ck), w -H rffo les vitesses angulaires instantanées autour de Or, 

O'z; 
Q, Q' les vitesses de glissement suivant ces directions ; 





Fig. 40. 
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a, w les accélérations angulaires et de glissement; 
Oz\ la parallèle en à 0' z'; 

Oy la perpendiculaire en menée au plan xOz dans le sens 
de &). 

La rotation w + rfw peut être considérée comme étant la ré- 
sultante d'une rotation égale autour de Oz\ et d'une transla- 
tion (w H- rfw)00'=: Uwc?/ dont la direction coïncide avecJa 
partie négative de Ox- La rotation w-ht/w autour de Oz\ se 
décompose en (ù autour de Oz et en a dt. 

Enfin, on a 



Soient 



Q' = Q -f. ^ï. dt. 



M, M' les positions d'un point du système correspondant à 

celles Oz, 0' z' de l'axe des vitesses; 
r leur distance à Oz; 
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p, p-\-dp leurs distances respectives à Taxe de Taccélération 
angulaire. 

La vitesse de M' est la résultante de o^r, oi{p -{- dp)dt=^ ap dt^ 
\](ddty Q, wdt. Or, si Ton considère M, M' en projection sur 
le plan xOx, on voit que la vitesse &)r de M' est celle que 
prendrait au second instant le point M s'il tournait effective- 
ment autour de Oj censé fixe avec? la vitesse angulaire con- 
stante w; il suit de là que la vitesse wr de M' se compose de 
celle wr de M et de l'accélération élémentaire centripète ùi^rdL 
L'accélération du point M a donc pour expression 



OU se compose : i" de r accélération centripète due à la vi- 
tesse angulaire autour de raxe des vitesses; 2° de l'accélé- 
ration due à V accélération angulaire; 3*» de l'accélération 
de glissement; 4" d'une accélération égale au produit de la 
rotation instantanée par la vitesse orthogonale et dont la 
direction s'obtient en supposant que l'on fasse tourner au- 
tour de l'axe des vitesses la vitesse orthogonale de 90** en 
sens inverse de celui de la rotation instantanée. 

En supposant «= -^, i^=o, on retombe sur renoncé qui 

se rapporte au mouvement d'une figure plane dans son plan. 

Dans le cas où le système invariable est assujetti à tourner 
autour d'un point fixe 0, on a çv = o, U = o, et Ox est per- 
pendiculaire au plan de deux axes des vitesses consécutifs. 

Revenant aux généralités, soient 

d^ l'angle zOz\\ 

oLz = r. • «/= w -jT les composantes de l'accélération angu- 
laire suivant Oz, Oj; 

Wz = ,^ ) Wr = Q~ les composantes semblables de l'accé- 
lération de glissement; 

e l'angle que forme r avec 0^; 

x=zrcose, j— - rsine, z les coordonnées du point M; 
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9.1:, <P/, 9z les projections sur Oj:, Oj, Oz de raccéléralion 9 
de ce point. 

On a 

Ci) ^ Oy = — iù^j- -+- a-x — a>U -H (Vy, 

Proposons-nous de voir si, à chaque instant, il n'existe pas 
un ou plusieurs points de (S) dont l'accélération est nulle, ce 
qui revient à exprimer que 

/ — to^x — a^ r -f- '^yZ = o, 

( 2 ) < iù^f -i- ^z^ — ^'J U -h iVy = O, 

' — OLy.V -^ Wz = O. 

Les trois plans représentés par ces équations ne se couperont 
généralement qu'en un point auquel nous donnerons le nom 
de centre des accélérations ; mais il en est autrement si une 
de ces équations est identique ou si deux d'entre elles rentrent 
l'une dans l'autre. Nous avons à cet effet plusieurs cas à exa- 
miner. 

i» aj=ro, wz=^o. — La troisième des équations (2) est 
identique; mais le système (S) se meut parallèlement au plan 
xOy : il y a donc un axe des accélérations ou un centre si Ton 
considère le déplacement d'une figure plane dans son plan. 

2® wizz o. — La première des équations (2) devient 

Y a. 



— — — > 
z a- 



el les deux autres donnent 

ce qui exprime que les directions de a et w sont perpendicu- 
laires entre elles : il y a donc un axe des accélérations. Cela 
devait être, puisque a et Çi^, considérés respectivement comme 
une rotation et un glissement, se composent en une rotation 
parallèle à a. 

3^ aj = o, Wz^o, —- On a ^ — 00, et il n'y a aucun point 
de (S) dont l'accélération soit nulle, comme on devait le pré- 
voir; car az= 5K et cVj— u\] se composent en une rotation a 
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parallèle à Oz, ei tous les points de (S) possèdent l'accéléra- 
tion iVz- 

Nous ne nous occuperons dorénavant que du cas général 
où il y a un centre des accélérations. En désignant par Xi, ^i, 
Zi les coordonnées de ce centre, les formules (i) devien- 
nent, en ayant égard aux équations (2), 



(• 

/ ce 



çp^ r.- — o)2(.r — Xi ) — (Xy{j —jr\ ) -^ az(- — 2i ) , 



(3) ; cp^. ^_a>2 — ji) — a^C-'-— -^i)» 
( o- ^ — «^-(.r — .ri), 

et expriment que : L'accélération en chaque point du sys- 
tème (S) est /a même que si la rotation instantanée et V ac- 
célération angulaire avaient lieu autour du centre des ac- 
célérations considéré comme fixe, 

21. Composantes normale et tangentielle à la trajectoire 
de V accélération d'un point du système invariable, — Soient 

{fis- 4o) 

m la projection du point M sur le plan ^Oj; 
V = y/wV^^ -h Q2 la vitesse de ce point ; 

y Tangle qu'elle forme avec 0^, défini par tangy = -— ; 

R, ï les composantes de l'accélération de M suivant Om 

et wr; 
9//, cpf les composantes normale et tangentielle de 9. 

Nous avons, en ayant égard aux formules (1), 

ITCZ V 

R = çp^ COS £ -4- cp_^ Sin £ — — ^^i'^r -{- OLy '■ ( w U — ^y)— •> 

(4) < 

T = o^ COS £ — cpx sin £ = a;j /• — ay ^^ ( co U — <*'>')—• 

En désignant par tî la composante de cp^-hT, perpendicu- 
laire à V, on a 

(5) Tî = Tcosy — «pz siny, 

(6) 9/= Tsin Y -4- cps cosy. 

Enfin nous avons 

(7) 9«=/RM^. 
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On devra remplacer, dans les expressions (6) et (7), 9,-, T, 
R, Y} par leurs valeurs (3), (4) et (5); puis y par sa valeur 
donnée plus haut. 

Si p est le rayon de courbure de la trajectoire de M, il sera 
déterminé par 

(8) p= -. 

22. Direction de la normale principale de la trajectoire. 
— La composante n de cp« donne les suivantes 

( — T^ cosY sins suivant O.r, 
T, cosY suivant wr { ^ 

( T^cosYCOss » Oj, 

— T^ siny » 0:^, 

et, en tenant compte de Tautre composante R, nous avons 

R C0S2 — r^ COSY sins 



COS(cp„, A-) = 
(9) \ COS(cp,,,j ) = 



R sin £ -f- r^ cos y cos £ 



COS(cp,i, 3) = — 



r) sinY 



23. Plan osculateiir. — Le plan qui lui est mené parallèle- 
ment à Torigine est déterminé par les droites égales et paral- 
lèles à V et 9 menées par cette origine. L'équation du second 
plan, en désignant par X, Y, Z ses coordonnées courantes, est 
ainsi 

(Q?.r— ?:;W.r;)X — (QOa:-^ ©5^ V ) Y ^- w(xcpj, + JOy)Z — o. 

24-. Lieu géométrique des points du système dont r accé- 
lération normale est nulle. — D'après la formule (7), il faut 
que l'on ait simultanément 

{a) R = o, 

équations qui représentent deux surfaces dont l'intersection 
est le lieu cherché. 
L'équation (a) revient à la suivante 

(10) t!ù^{x^-\-y^) — OLyXz -h(wU — Wy)y = o, 
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qui représente un hyperboloîde dont le centre est situé sur 
O^. Si a^= o, iVy=^ o, ce qui est, notamment, le cas où le 
système se meut parallèlement au plan xOf, la surface se 
réduit à un cylindre droit. 
L'équation {b), par des substitutions, prend la forme 

et représente une surface du troisième degré. Si Q est nul, 
cette surface se réduit à un plan représenté par 

coupant la surface (lo) suivant une parabole qui est le lieu 
cherché. 

Enfin réquation (ii) est satisfaite d'elle-même si le sys- 
tème se meut parallèlement au plan xO^y et le lieu est alors 
le cylindre ci-dessus. 

25. Lieu des points dont l'accélération tangentielle est 
nulle. — En égalant à zéro le second membre de Téqua- 
lion (6), on obtient 

(12) [acC-t-* -+-/*) — (iyxz->r {wy— ià\])x](M -î- Q(«'-— a^x) = o, 

équation d'un hyperboloïde qui se réduit à un cylindre droit si 
tty = o. 

26. Examen d'un cas spécial, — Supposons que le sys- 
tème tourne autour du point fixe avec une vitesse angulaire 

constante, nous avons Q = 0, iv = o, U=io, az = o, ay=z co -^j 

y =rz 9o<», puis 



(i3) 



Rn t2r«< 

= — co'r -H ay — j 
•^ r 



ITT 



r^ = rxyx, 



>/i = 1/ a>*r*— '1 



a^ 



y 



(i^n = \/ (ii^r^— 'HJù^oLyXZ-^ ~(^-H-7*-l-3')x2; 



(i4) 
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cos(v„, X) = - ^ .. - . 

' Y" 

cos(o„j)= ^,y; • > 



COS(cp„, 2) =- -^ 

On sait que le mouvement de (S) résulte du roulement 
d'un cône sur un cône fixe. Nous supposerons que ces deux 
cônes sont de révolution, et nous désignerons respectivement 
par nS, 20' les angles de leurs sections méridiennes. Les sec- 
lions normales à Oz des cônes, distantes de Torigine de Ç, 
rouleront Tune sur l'autre, et, en appelant dx, dx' leurs an- 
gles de contingence, on aura 

uidt = dx ± dx\ 

en prenant l'un ou l'autre signe, selon que le cône fixe sera 
extérieur ou intérieur au cône mobile. Comme la valeur de 
l'élément commun aux deux sections est rfo" = Çc?4'> nous 
avons 

Mais les rayons de courbure principaux des deux cônes 
sont respectivement Ç tango, Ç tango'; d'où il suit que l'on a 



av= to 



d^ 



w^ 



*' di cotôzhcolô 



Les formules (i4) seront ainsi rendues indépendantes dew, 
et feront connaître, notamment, les éléments de la courbure 
d'une épîcycloïde sphérique. 
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CHAPITRE V. 

DU MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT PAR RAPPORT 

A UN SYSTÈME INVARIABLE. 



27. Expression de r accélération relative d'un point en 
fonction de l'accélération absolue et des accélérations ap- 
parentes. — Nous sommes arrivés à l'expression dont il s'agit 
au Tome I (1" Partie) par des considérations géométriques. 
Nous nous proposons ici de reproduire l'élégante méthode 
semi-géométrique, semi-analytique employée pour le même 
objet par M. Ph. Gilbert, et qui permet d'écrire immédiate- 
ment les équations du mouvement relatif du point, sans passer 
par deux théorèmes intermédiaires, sur les accélérations cen- 
trifuges composées. 

On sait que le mouvement du système invariable (S) peut 
être considéré comme résultant d'une translation et d'une 
rotation autour de l'un de ses points. 

Soient {fig- 40» à l'instante, 

Fig. 4i. 




W la vitesse de translation du système (S); 
Ojc, Oj, Oz les positions de trois axes rectangulaires fixes 
dans ce système ; 
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riy /?, q les composantes suivant ces axes de la rotation instan- 
tanée (ù du système; 

Xy y y z les coordonnées du point mobile m dont on veut dé- 
terminer le mouvement relatif par rapport à ( S) ; 

V, cp la vitesse et l'accélération absolues de //?; 

Oa une droite égale et parallèle à V menée par 0; 

Oa' la droite semblable qui se rapporte à Tinstant ^-h dt. 

On a 

acd 
dt 

ce qui exprime que 9 est la vitesse absolue du point a consi- 
déré comme un mobile. Celte vitesse étant la résultante de la 
vitesse relative de a par rapport à 0^, Oj, 0>?, et de la vitesse 
d'entraînement, on a en projection sur 0.r 

(I) T-^^-H/'V^-^V^ (1). 

D'autre part, si Vr représente la vitesse relative de m par 
rapport à (S), on a aussi 

, et, de même, 

(2) 

V- = Ws H- ny~px-^ V,.;. 

dz dy 

Si Ton remarque que -rj — Vrr, -^ = Vrj, la première de 

ces équations donne la suivante 

dt ~ dt ^-^ dt ^^ di^p^'"- 'f^'y'^'dr' 

et si l'on porte cette valeur dans l'équation (1) ainsi que celles 
de V^, Nz données par les équations (2), on trouve 

dWx dp dq .^^ 

f^^-^-^^-^-X-^-^pW.-qWy-hpinx-px) 

(•) Nous avions déjà donné celle formule dans notre Traité de Ciné- 
matique pure, T862, p. 224. 
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En y supposant V^ = o, celle formule donnera la compo- 
sante suivant Ox de l'accéléraiion <p<., dite d'entrainementj 
du point du système où se trouve acluellement m; d'autre 

part, —1^ est la composante suivant le même axe de Taccélé- 

ration relative (^r de m; on a donc 

( 3 ) «p^ = <fe.r -+- <p,.x -H 2 (pYrz — q Y ry )- 

Soient 

Où) l'axe instantané de rotation de (S) autour de l'origine 0; 
OVr la droite menée en qui représente V^ en grandeur et en 

direction ; 
V^l = Ur la distance du point Vr à l'axe 0&) ou la projection de 

\r sur un plan perpendiculaire à cet axe. 

L'expression /?Vrz — ^V;,j représente, en projection sur 0^', 
la vitesse co.lVr du point Vr dans son mouvement de rotation 
autour de Ooj. L'accélération îwUr dont la direction est celle 
de la projection Ur à laquelle on aurait fait subir un quart de 
révolution autour de Ow est ce que l'on appelle V accélération 
centripète composée. On a aussi 



(4) ? = ^r-H«Pe -f-2 wU,. 

OU 

ÏHÉOHÈME L — L'accélération absolue est la résultante des 
accélérations relatives d'entraînement et centripète com- 
posée. 

On peut encore écrire 



(5) cp,. = cp — cpe-+-2wU/., 

en convenant de considérer l'accélération 2a)Ur (dite cen- 
trifuge composée) comme étant dirigée suivant la projec- 
tion Ur de Vr, à laquelle on aurait fait subir un quart de révo- 
lution autour de Ow en sens inverse de w. Donc : 

Théorème IL — L'accélération relative est la résultante de 
l'accélération absolue de l'accélération d'entraînement 
changée de sens, et de l'accélération centrifuge composée. 

Supposons que Vr soit la résultante de plusieurs vitesses 
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simultanées V',,, VJ., . . ., ei que w se compose également de 
plusieurs rotations w', «'', On a 

D'après la formule (3), la projection sur 0:r de l'accéléra- 
tion centrifuge composée est 

2(/^v..-oV,,.)-2[(/.'-i-/-h...Kv;,-+-v;.3+...) 

-(^'+g"+.'-)(v;.+v';,+...)] 

= ^(P'y'rz- q'y'ry)-^ ^(p''rr,- q-Tr,)^. . . 
^^ip'Yr, - q'W'ry) + ^{p^Yr, - q"rr,) + . . . 



Donc : 

Théorème III. — L'accélération centrifuge composée de m 
est la résultante de celles que l'on obtient en combinant 
deux à deux les vitesses relatives composantes a^ec les ro- 
tations composantes. 

Soient 

X, Y, Z les composantes de 9 suivant Ox, Oj, Oz; 
Xc, Ye, Z<- » cpe » OXy Oj, Oz; 

a, p, y les angles formés par Ow avec x, Oj, Oz. 

L'équation (3) peut se mettre sous la forme 



/ 



(6) 



HÂ = ^-^'^ ^'^ («^osï ôF-""'^ di )' 
et Ton a de même 

d^Y ^^ _, / dz dx 

^ = Y-l.+ -.a,(^cosa^-COSY^y, 

^2 _, , , „ . /„^„ Q rfr dy 

dt' 



= Z-Z. + aa>(cOS?5-COS« J) 



Si, au lieu de considérer le sens positif de la rotation w en 
allant de la gauche vers la droite, on suppose le contraire, il 
suffit de changer le signe de &> dans ces équations qui devien- 
nent celles que nous avons obtenues au Tome I (T* Partie), 
vil. 23 
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Comme raccélération centrifuge composée est perpendicu- 
laire à rélémentde chemin, on a 



v;-v^^ 



= /<?rCOS(©r, ds)ds •— 1 ^c 00S(Oe, ds) ds. 



Dans le cas d'un point pesant, l'accélération g est la résul- 
tante de l'accélération absolue de la pesanteur et de — (pe, 
c'est-à-dire de l'accélération centrifuge, et, sïOz est la verti- 
cale apparente, on a 

28. Forme particulière sous laquelie on peut mettre les 
équations du mouvement relatif d'un point. — Sï^ désigne 
l'accélération de (S) dans son mouvement transitoire, on 
obtiendra, comme ci-dessus. 

En retranchant celte équation de l'équation (i) et désignant 
par Ç la résultante de V et — W, on obtient 

Les équations (i) peuvent d'ailleurs s'écrire 

dx 



^x-^qjr—pz, 

(8) {-^ =Zy-r-nz—qj:, 

dz 



dt 

dt 

dz 
de 



29. Application à la détermination de la courbure de 
quelques courbes susceptibles d'une définition géométrique. 
— Supposons, en premier lieu, que l'on veuille trouver le 
rayon de courbure de la ligne décrite dans l'espace par un 
point assujetti à se mouvoir uniformément sur une courbe 
donnée qui tourne elle-même d'un mouvement uniforme au- 
tour d'un axe. 



I 
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Soient 

r la dislance variable du mobile à l'axe; 
R le rayon de courbure de la courbe mobile; 

Ur la projection de la vitesse relative. Vr sur un plan perpendi- 
culaire à l'axe; 
p le rayon de courbure de la trajectoire dans l'espace absolu ; 

V = V;. H- wr la vitesse absolue. 

Les constructions seront supposées exécutées sur deux 
plans de projection rectangulaires dont l'un sera, par exemple, 
perpendiculaire à l'axe. L'accélération absolue se composera 
de l'accélération d'entraînement &)2r, de l'accélération relative 

-^> de l'accélération 2ck)Ur suivant la perpendiculaire à Ur, 

menée dans le sens de &>. Une construction donnera l'accélé- 
ration tangentielle cp^, puis la grandeur et la direction de l'ac- 
célération normale o^n ; et enfin l'on aura 

V2 

p = — > 

expression que l'on construira facilement. 

Occupons-nous maintenant d'une courbe définie par une 
équation polaire; comme nous l'avons vu, en nous occupant 
de la construction de la tangente, cette courbe peut être con- 
sidérée comme étant décrite par un point m animé de la vi- 

dr 
lesse relative -ri suivant le rayon vecteur r, en même temps 

que ce rayon tourne autour de l'origine avec une vitesse 

angulaire constante-^* 



Si 


ds. 


-yr^ 




de 


est 


Vél 


on a 










v = 


d.i 
dt' 



L'accélération relative et celle d'entraînement donnent la 
résultante -rr; — (x^'^r suivant Om. Nous avons de plusl'accé- 
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dr 
lératîon centripète composée, ^w -^, perpendiculaire à r dans 

le sens du mouvement. Il vient donc 

/ . d^r\rd^ dr dr i d^^ 

mais on peut prendre w = i ou dt=d9, et, en remplaçant en- 
suite ds par son expression donnée ci-dessus, on trouve, 



1 

> 



/ d*r\ dr^ i / . rfr«\ 

formule que Ton pourra notamment appliquer aux spirales 
d*Archimède {r— aô)y hyperbolique ( r= ^ 1 et logarithmique 

30. Courbure d'une surface. — Soient 

AB, AB' deux courbes planes passant par un même point A 
où leurs tangentes kxy Aj sont perpendiculaires entre elles 
et dont les plans sont normaux aux plans xkf; 

\z l'intersection des plans des courbes; 

R, R' leurs rayons de courbure en A. 

Concevons qu'un point M parcoure d'un mouvement relatif 
la courbe AB, tandis que celle-ci se déplace avec un système 
invariable (S) dont elle fait partie, de manière que son point A 
se meuve sur AB'. 

Soient, pour le point A, 

Vr,V<. les vitesses relative et d'entraînement de M; 

i\frf ^<f les accélérations tangenlielles relative et d'entraîne- 
ment; 

n, Pi q les composantes de la rotation instantanée de (S) sui- 
vant kXy Aj, Az; 

V la vitesse et ^' l'accélération tangentielle dans le mouvement 
absolu de M ; 

a l'angle formé par V avec V^ ou Aj; 

p le rayon de courbure de la trajectoire AC dans le mouvement 
absolu. 
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On a 



(v = 



(a) l cosa 

( V,. = Vctanga. 

En modifiant les éléments du mouvement relatif, on fera 
varier la nature de la trajectoire AC sur la surface engendrée 
par AB. 

L'accélération centripète composée a pour composantes 

— 2^ V,. = — 27Vtf tanga suivant Ar, 
2joV,. = 2/?Vtftanga » A2. 

On a d'ailleurs, suivant Az, les accélérations normales relative 

y2 ya 

et d'entraînement -^' 17/ • 
La composante tangentielle de l'accélération absolue est 

(b) W = {^e— 2^Vtftanga)cosa-f-tj>;.sina; 

sa composante normale à V, située dans le plan xAf, a pour 
expression 

(c) (4'c— 2gVc tanga)8ina — ij^rCosa. 

Enfin on a, pour la composante suivant A z de l'accélération 
normale, 

V2 V2 

Pour que le plan osculateur en A à AC soit normal à la sur- 
face, il faut que l'expression (c) soit nulle ou que 

(e) ^r = (i>e— 27 Vc tanga) tanga, 

et, par suite, 

( /) w= i> .— 2(7Vetang:a ^ Jv_ ^ 

'^ ^ cosa sina 



On a alors 



V« V? VI ,, 

7 = TT-^R'-^^^^- 



ou, en ayant égard aux valeurs (a), 
, . I sin'a cos^a 20 . 
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On remarquera que Ton peut supposer /i = o, ^ = o, et alors 
le plan de AB se déplace parallèlement à lui-même. Par une 
considération d'inûniment petits à laquelle nous ne nous arrê- 
terons pas, on arrive à conclure que la formule {g) s'applique 
à la courbure d'une section normale faite dans une surface 
dont AB, AB' sont deux autres sections normales données. 

Soient ds = A\\ un élément de AB'; de Tangle formé avec Xx 
par la tangente en A', à la section de la surface faite par un 
plan mené en A', perpendiculairement à A^. On a 



pdt=^dt, ye=j^ 



et 



J) étant ce que l'on appelle rayon d'inflexion de la surface 
dans la direction de Aj, ce qui permet de faire disparaître les 
éléments du mouvement dans la formule (g*). 
Soient x^ y les coordonnées du point de la direction de V qui 

se trouve à la distance v'p de A; on a cosaz=i ^5 sina=: -^ 

V'p VP 

et, par suite, 

équation d'une conique dont les axes principaux correspon- 
dent aux sections normales principales de la surface pour 
lesquelles les courbures sont maximum et minimum. Cette 
conique correspond à l'indicatrice de Ch. Dupin. 

Pour trouver le rayon de courbure p d'une section oblique 
menée, par exemple, suivant A j, nous supposerons V^ = o ou 
a = o, sans admettre que vj;^, ^e soient nuls. L'accélération 

normale de la trajectoire de M se compose de -^ suivant kz 

et de l'accélération (c) ou — tj^r suivant kx. En appelant 
l'angle formé avec le plan xky par le plan osculateur de la 
trajectoire, la composante suivant Az de l'accélération nor- 
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maie a aussi pour valeur — cos9, et comme, d'après (a), 

V=:Ve, il vient 

R = R'cose, 

ce qui donne le théorème de Meusnier. 

Supposons que, la surface étant à courbures opposées, Ay 
soit Tune des directions pour lesquelles la courbure de la sec- 
tion normale est nulle. L'équation (^), eu égard à la rela- 
tion (h), devient 

I sin^a 2sinacosa 



p H D 

Le plan tangente A j déterminera dans la surface une ligne 
asymptotique tangente à Ox et dont le centre de courbure se 
trouvera sur 0^. Soient dn et r l'angle et le rayon de torsion 
de la ligne asymptotique au point A, et considérons, à partir 

de ce point, trois éléments consécutifs ds de la ligne; on a 

ds 
T= -7- et l'on reconnaît sans peine que l'angle 'formé par la 

normale au troisième élément ou correspondant k ^ds avec le 

plan ^Aj est égal à dn; d'où il résulte que D= -r- =2t. 

Si â est l'angle des asymptotes de l'indicatrice ou la valeur 
de a correspondant à p = 00, il vient 



par suite, 



tang8 


— — 


2R 



R 

• 

x' 


I 


sina 


sin ( a — 


8) 


P 


R 


cos8 





En désignant par m la puissance de l'indicatrice, l'équation 
polaire de cette courbe correspond à 

I I sin(8 — a) . 

- = V-rs^sina. 

p m sm^ 

De la comparaison des deux dernières équations on conclut 

m sin 8 = — R cot 8 

et, par suite, 

T = /nsinS, 

résultat qu'il est facile de traduire en langue ordinaire. 



36o 
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31 . Courbure de V enveloppe d'une courbe plane, — Soient 

Fig. 42. 




ab la position de la courbe mobile à Tinstant t\ 

a'b' son enveloppe; 

(o-) le lieu des centres instantanés de rotation de la figure in- 
variable à laquelle appartient ab dans le plan de celte figure; 

(ff') le lieu de ces centres dans le plan fixe de a'b'; 

le point de contact de (o-), (o-') à Tinstant /; 

0{ la position sur (o-) du centre instantané à Tinstant t-hdf; 

Om =p la normale à ab menée du point 0, m étant le point 
de contact de aby a'b'; 

R = OC, R' = OC les rayons de courbure en de (o-) et (o-'), 
R étant considéré comme négatif si (o-) est intérieur à (o*') ; 

<p Tangle m OC; 
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p = y/w, p' = Y m les rayons de courbure en m de ab, a' h'; 

U= —7-^ la vitesse du centre instantané 0. 
at 

L'enveloppe a' 6' peut être considérée comme engendrée par 
un point qui se meut d'un mouvement relatif sur ab avec une 

certame vitesse w = — yr-» le point m^ se trouvant sur la di- 
rection de yOi. 
La composante suivant /wO de l'accélération d'entraînement 

est 

ui^p — toUcoscp. 

Les accélérations apparentes, centripète composée et rela- 
tive, donnent, suivant la même direction, la composante 



P 

et, comme la vitesse absolue de m est w/? -h cv, il vient 

(a) ,— — ~ (si^p — (jj U COS cp -+- 2 0) «' 1 

P P 

Si 1 est la projection de sur ynii Oi , on a 

01 = OOi coscp = U e//coscp, 

d'où 

P 



(h) H' = U cos 9 

( c ) U COS 9 = w. 

p 

Si l'on porte la valeur (c) dans la formule (a), il vient, après 
avoir supprimé le facteur w/? -h w, 

tsiD -h W «' 
--t— j = (,) , 

P P 

et, après avoir remplacé ç^ par sa valeur (t), 



w _ / I _i \ 

U" "" \9'-p'^ 9-^p) 



coscp 



COSO. 
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OU, en se reporiani au n® 5, 

R'^R' \p-r~p p'-/^/ 

formule que nous avons obtenue d'une autre manière au 
Tome III (p. ^3), auquel nous renverrons pour les développe- 
ments qu'elle comporte. 

32. Tangente et courbure en un point du lieu des cen- 
tres de courbure d'une courbe (o-) qui roule sur une courbe 
fixe {a'). — Soient 

de, de les angles de contingence de (o-), {a') en leur point de 
contact 0; 

ds ds 

R =: -7 , R'r- -— les rayons de courbure correspondants; 
de de 

dK dK' 

p= -7-1 p'= -j7- les rayons de courbure des développées de 

(^),(cr'); 
yzm-^le rayon de courbure de la seconde développée de (o-). 

Le lieu du centre de courbure C de la courbe (o-) peut être 
considéré comme étant la trajectoire sur lé plan fixe de (o-') 
d'un point entraîné dans le roulement de la courbe (o-), décri- 
vant la développée de cette courbe avec la vitesse relative 

dï{ ^ dR de _ de 

^^^ Ht ~ dt dt ~ ^ dt' 

D'autre part, en supposant, pour fixer les idées, que (o-) et 
(o"') opposent leurs convexités, on a 

dz-^d%' dt f dt'\ dz / R\ 

^'^ " = -dT- = diV-^di)=dcV-^ wp 

d'où, pour la vitesse d'entraînement, 

Il résulte de (a) et (b) que la direction de la tangente au 
lieu décrit par C est celle de la résultante de la longueur p, 
portée à partir de C sur la direction de OC, et de la droite 
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r(h- 


jP j perpe 
se absolue 


ndiculaire à cette direcli( 


la viles 


du point mobile est 

— . 
dt 



Pour trouver le rayon de courbure du lieu, nous remarque- 
rons que Taccélération d'entraînement est 

« r» d^ „ ,^ ^dî. 

— w2R-f-to-y =— a)2R-ha)R — 

dt dt 

et est dirigée suivant le prolongement de OC; Taccélération 
relative a pour composantes j*(p ^7)» suivant la même direc- 

tion, et — ■ P;j^> parallèle à la tangente en à (o-), (o-'); Tac- 

célération centripète composée, représentée par 2wp-^, est 

également parallèle à la tangente en 0. 

Si donc on désigne par x le rayon de courbure de la trajec- 
toire, on a 

dt^ V ,„ ^dt d ( ^e\lV"^R7^^ / dt^ de\p 

On a maintenant 
ds R' 



dt R -4- R' 

dH ^ V dt dt ] _ (0 / d^ ^'_R'^^\^ 

df^ ~ (R + U')2 "" (R -+- K';* \ d-J dt di) dt 

'TTTTTiCR^P'-R'^P)^' 



(K-f-R')R'*' '^ "^^ df^ 

d^l dt\ _ d^t dz dp _ d^z dt^ dp 
dtVdi)~^di^'^di dt ~'^dt^ '^ ir^dl 

_ r p(RV-~R-'p) Yz\ 
L (Rh-R')R'* ^\dt^' 
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par suite, 

X ["" ^^^K' (Rh-K')R'« ^ J R'« R' 

d'où Ton déduira x. 



NOTE. 

SUR l'extensiox des équations de lagrange au moctbment 

RELATIF. 

Soient 

{m, /Wi, ...) uïi système matériel à liaisons dont le mouve- 
ment est rapporté aux axes mobiles Ox, 0^9 Oz; 

U un potentiel fonction de .r, y, ZyX^, . . ., dont dérivent les 
forces extérieures, y compris les actions moléculaires qui 
sollicitent le système ; 

Li = o, Li ^= o, ... les équations de liaisons. 

En nous reportant pendant quelques instants au n** 28 de 
l'Appendice, nous avons d'abord 

/ \ dr 

(i) ' -^^^ =Zy-hnz-'qx, 

dz ^ 

En mulliplianl par m l'équation (7) du même numéro, 
mcfx se composera de -r- et de la force de liaisons (* ) 



(*) Page 102. 
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et Ton obtiendra 



,.., 



Si Ton substitue dans la demi-force vive (^) 

^ i v' /rf.r* dr^ dz^\ 

qui se rapporte au mouvement relatif, les valeurs (i), on 
trouve 

(3) T = Ti-hT2-t-G, 
en posant 

(4) T,= j2/w[Ci-^r|. + ;?], 

Si Ton pose encore 

^ ^ ( U-h-Kh-G = U,, 

on a 

(6) U,-T = U-T,-T2-t-K, 

et Ton reconnaît facilement que les équations (i) et {i) se ra- 
mènent aux suivantes : 

, dr _ r)T 
dt dm Ç,c 

^'^ ' tt -'dTn^y' 

dz dl 



dt àml^z 



(') Ce qui suit est, à quelques différences près, la reproduction d'une 
partie d'un remarquable Mémoire de Bour, inséré au Journal de Mathé- 
matiques pures et appliquées, i863. 
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et 

^x _ c^rUi — T) -+- ^t ^ . X ^ -^ 

dt '~ dx dx * dx ' " "* 

, . \ dC,y c)(Ui-T) H-Xi()L, . àU , 

^ ^ dt djr àjr ^ âj- 

(Kz <^rU, — T) , du ^ àU 

m — ïr~ = ; \r Al — ; — -i- Aj — r 1- .... 

dt dz âz dz 

Soient u, Ut, ,.., u^^t les variables indépendantes au 
moyen desquelles on peut exprimer les coordonnées; on a, 
par exemple, 

f^r^i f).r f)]j^ âr â\ji ôz dh\ dxx 

Ox du Ojr du dz du ~^ dxi du 

En ajoutant les équaiions (2'), respectivement multipliées 

fi'V* (^y* QZ 

par - '-> -^ ) ^r-» puis le résultat obtenu à ceux qui s'en dé- 
^ du du ou ^ ^ 

duiseni pour ni\, /W2, . - ., on obtient, en ayant égard aux re- 
lations telles que (a) : 

dX^x àx dl^Y àjr dl^z àz\ 



^ \dt du 



dt du dt du) 



il) =2 



/ ()Ui dr d^dy^ ()Ui dz\ 



\dx du df du dz du] 

dl dx d1 dY ^ ^ 

dz du 



__^ /^T dr ^ ^ d\ 

ÂÎd \dx du dy du dz 



Comme U^ ne dépend que des coordonnées x, Xy • • • > c'est 
une fonction de 21, Ui, . . ., et le premier terme du second 

membre de l'équation (7) n'est autre chose que --r— * • 

D'après les formules (3) et (4)/r est une fonction de Ç.r, 
Çj, Çr, ... et de .r, j, z, . . . , et Ton a 

dT _ y/!Ï— ' —^ ——\ 

du "~ ^d \ dx du df du dz du / 

Y (à^à^ dTd^ diT_d^\ 
\^\d^x au dl^y du d^z au J' 

On déduit de là la valeur du second terme du second 
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membre de Téquation (7), laquelle devient 

Aak \ àt du àj du âz du) 

^ \ àt,x au dt^y du dl^z au ) du 



OU 



^ V /». dx ^ dy ^ dz\ 



^\<^Çx 



d df y d 'd: 

dT ^Cr ^T d^y dT dÇA (^(Ui-T) 



(/) {-J,^{^^iTu-^^y^tfu-^^^Jt^ 



dl^x au dl^y du dl^z du] du 

XT , d.x ^ , du _, 

Nous poserons ^ = — , .. ., et m — ■ -^« Nous aurons, en 

différenlianl x par rapport à t, 

•, . , dx dx du dx dx , dx , 

d'où 

dx dx' 
du du' 

OU, en vertu de la première des équations (i), 

dx dX^x 



(O 
Nous avons aussi 



du du' 



d dx d dx d^x du d^x du^ 



dt du dt du du du dt dudui dt 

d dx d^x , d^x , 

dt du du du dudui 

ou, en vertu de la formule {b), 

d dx dx* 
dt du du 

OU encore, en se reportant à la première des équations (i'), 

— — - — —. 

^ ^ dt du ~ du dtx 

En ayant égard aux relations (c) et {d) et à leurs analogues, 
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réquaiion (7') devient 

dt Zk"" V' od ^ "^ du! ^ « au!) 



-2f 



'"•^ Ou ô\jc "^ ^^ du dZy "^ '•^ d« di:J 

2[^<r ^'^ <)T <)r,\ d(U, — T) 

OU 

<^(Di — T) 






d^ 



Comme T2, T| sont des fonctions homogènes du second et 
du premier degré des Ç.r, . . - , on a 

d'où, on ajoutant et remarquant que G est indépendant des 
et réquaiion (^) devient 



2( 



OU, vu (6), 



dt du ôu^ ^' 

d ÔT^ ()Tî c)(U-hK) 



(8) 



dt du' du du 

et, de même, 

d_àTi_dJ^_ a(U-f-K) 
f/^ du\ dui dui 



('), 



(') M. Ph. Gilbert démontre de la manière suivante cette équation : 
Concevons que l'on imprime au système d'axes 0^7, O^, Os une vitesse 
et une accélération égales et contraires à W et <|;. Le point m sera animé 
de la vitesse Ç, et sera soumis, en sus de la force extérieure dérivant 
de U, à la force — m^ dérivant du potentiel K. Le point O étant devenu 
immobile, les équations de Lagrange reçoivent leur application en y rem- 
plaçant T par T, et U par U -i- K. 
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Telles sont les équations qu'il s'agissait d'obtenir et qui 
comprennent comme cas particulier celles de Lagrange en y 
faisant ^x^= +/= +z= o, n=: p:=:^q = o ou T2 = T, K=: o. 

Ces équations ne seront applicables que dans un nombre 
restreint de cas; car, en général, les forces extérieures ne 
pourront pas dériver d'un potentiel des coordonnées rela- 
tives. 

2. Mouvement relatif d'un système matériel pesant par 
rapport à la Terre. — Nous admettrons que l'espace ter- 
restre dans lequel s'étend le mouvement du système est 
assez restreint pour qu'on puisse considérer comme con- 
stantes, en grandeur et en direction, les accélérations abso- 
lues et d'entraînement des points du système. 

Soient 

R le rayon terrestre ; 

w la rotation diurne dont on ne conservera la deuxième puis- 
sance qu'autant qu'elle sera multipliée par R; 

G l'accélération de la pesanteur absolue à la surface de la 
Terre ; 

un point de la région superficielle dans laquelle se trouve 
l'observateur; 

Oz la direction de la pesanteur apparente g, qui est la résul- 
tante de G et de l'accélération centrifuge w^RcosX, en 
désignant par X la latitude ou l'inclinaison de g* sur l'équa- 
teur; 

Ox la méridienne (perpendiculaire en à Oz dans le plan 
méridien) dirigée vers l'équateur; 

Oj la tangente au parallèle menée dans le sens de la rotation 
diurne. 

On a 

g =:G — a)2Rcos2X, 

n =tocosX, p = Oj ^ = a)sinX, 

Ç.y = j7' — tosinX.j, Çy=j'H-o)(jrcosX — zcosXj, Ç^ =3'-f-cocosX.j. 

(9) T= - 2m[x'2~7'2-H2'24-aa)sinX(jc/'--j-x')-f-aa)C0sX(/2'— zj')]. 
VIL 24 
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Comme ^ est raccéléralion ceniripèle du point 0, on a 

aussi 

i]^^= — œîRcosX sinX, ^7—0, <^-= œ'R cos^X, 

K = a)*R cosX (sinX S/w.r — cosX Swz). 

Les composantes de G suivant Ox et Oz étant respective- 
ment — w^R sinX cosX et G, on voit que 

U = G ^mz — to*R sinX cosX I.mx; 
par suite, 

(10) UH-K = (G— a)2RC0S2X)2/W2=:é'2W2. 

3. Moui^ement apparent des projectiles, — Si le système 
matériel se réduit à un point libre /w, les variables indépen- 
dantes seront a?, j, z, et les équations (8), en y substituant 
les valeurs (9) et (10), donnent les suivantes 

d^x . ^ dy 

dt* dt ' 



dt^ 



2W 



(. ,, dx y dz \ 

smX^-cosXg-j^o, 



d^z y dy 

^--^2a,cosX^=^, 

qui ne sont autre chose que celles qui ont été obtenues à la 
page 116 du Tome I, en y changeant toutefois le signe dey 
en raison de ce que les parties positives de Taxe Oj sont de 
sens opposé dans les deux circonstances où Ton s'est placé. 

4. Mouvement d'un solide de révolution pesant dont un 
point de raxe est fixe sur la Terre. — Soient 

Ox l'axe de révolution du corps; 
Om sa projection sur le plan xOy; 
On la perpendiculaire à Ou dans ce plan; 
OÇ la perpendiculaire à 0^ dans le plan zOu; 
l la distance du centre de gravité G du corps au point O; 
M la masse du corps; 

A, B ses moments d'inertie par rapport à 0^ et une perpen- 
diculaire quelconque en à 0%; 
fl, 9 les angles x^Ç, uOx; 



DU MOUVEMENT RELATIF d'uN POINT. 3jl 

Ovî', OÇ' deux axes rectangulaires perpendiculaires à Ox, 

fixes dans le corps; 
cj Fangle formé par le plan xOvî' avec le plan %0m. 

Les coordonnées a?, j, z pourront s'exprimer au moyen 
des coordonnées constantes %, yî', Ç' et des angles 9, 9, m qui 
seront ainsi les variables indépendantes. 

Les composantes de la rotation instantanée de M suivant 
0%, Oy], OÇ étant ro', 0', 9' sinQ (*), l'équation (9) devient, en 
désignant par fx le moment de la quantité de mouvement de 
m par rapport au point 0, 

(9') Tî= i(AT3'M-BÔ'î-4-Bsin«ô.cp'2)-4-(osinX2{jL--i-a)COsX2{jL.r. 

L'équation (10) revient d'ailleurs à la suivante : 
(10') U-+-K = M^/cos6. 

Nous avons maintenant 

{jL„= fjL.^ sin6 — (x^ cosô, 

fjL_2 = fjL^ cos6 -f- [JL^ sin6, 

jxjr= [lu COSO — [Xyj sincp = ([jLy sinô — [jl^cos6) coscp — [i^ sincp. 

Si l'on remarque 2|ui^=: Acj', liit^^Bd', 2/ulçi=: B sinô.cp', 
l'équation (9') devient, en ayant égard aux valeurs ci-dessus 
de [j-x, [J-Z9 

i T2= -(ACT'2+B6'2-+-Bsin26o'«) 

^^"^ j -i-tosinX(Am'cos6-T-Bcp'sinî6) 

( -h wcosX [(ÀTîj'siaô — BsinO cos6 cp') coscp — B6' sincp |. 

Nous avons d'abord 

d dT, 



ou 



dt dm' 



7 = const., 



dm 



(*) La composante de la rotation suivant OÇ étant décomposée en deux 

autres, l'une suivant O^ et l'autre suivant O^, cette dernière est évidem- 
, d(f 



ment égale à ■-— 
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OU encore, en désignant par rit une constante, 

(il) m' — o>i sinX cosO -h cosX sinOcoso» = /ii. 

Nous ferons g}' = /ii dans les termes en &> de la valeur (9" 
Les deux autres équations du mouvement sont 



\ 



B(_-s.necose^^j 



( 



(il) ' ~ A/2io><'sinAsin6 — cosX cos6 cos^> 

- - aBtusinOi sinX cos6 — cosA sin6coso)-r- = — M"^/sia6. 

(l'i) T-sin^O ( -^ -H 0) sin X ) -r- awcosXcososin^O-;- = o. 
^ dt \dt I • dt 

En supposant /Zf = o et 9 suffisamment petit, on se trouvera 
dans la condition du pendule de Foucault, et les équations 
ci-dessus se réduiront aux suivantes 



dt 



- — 8in6cos6-7V — 2(i)siaX sinOcosO = — f-sinO, 
2 dt^ h 



/ do 



sin*8 ( -7^ — co sinX ) = const., 



en désignant par /i la longueur du pendule synchrone ordi- 
naire. 
Si Ton pose 

on a 



<J» = «p -+- o) sin X f , 

tf?Q)* d^^ . ^ d^ 

dt^ dt^ dt 



par suite, 



d'^ .;„._. ^4^ 



t tr 



,, — sin6cosô^- =— 7-sin6, 
dt^ dt^ Il ' 

sin^ô-yi = const., 
de 

équations qui sont celles du mouvement d'un pendule co- 
nique de longueur /< (p. 107) dont les coordonnées angu- 
laires sont 6 et 4'« ce qui est conforme au résultat obtenu au 
Tome I (p. Il i) pour le pendule simple. 

Les formules (12) et (i3) s'appliquent au gyroscope Fou- 
cault, en faisant dans la première / = o et négligeant le terme 
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j 

en wsin^-^ en raison de la valeur importante attribuée à nt. 

Mais, comme leur interprétation présente quelques difficultés, 
1 est préférable d*y substituer celles que l'on obtient en diri- 
geant Oz suivant w et Ox suivant le rayon du parallèle. 
Avec un peu d'attention, on voit que les nouvelles équations 
ne sont autre chose que les équations (12) ou (i3), dans les- 
quelles on supposerait X = 90**. 
On a donc 

B ( -JY — sin6 cos6 -j^ j = — A«i w sin6, 



5«'"'« (S -<-)=- 



ou 



B ( -T^ — sm 6 cosô -^ j = — A«i to sinO, 

M 
sin'6->^- = const., 

équations qui ont la forme de celle du pendule conique. 

Nous renverrons, pour plus de détails, au dernier Chapitre 
du Tome I. 
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CH.4PITRE VI. 

DE L'ACCÉLÉRATION DU SECOND ORDRE. 



§ I. — Accélération du second ordre d'un point, 

33. La dérivée géométrique de la vitesse par rapport au 
temps ou Taecélération est, en dehors du chemin parcouru et 
de la vitesse, le seul élément linéaire qui intervient en Méca- 
nique. 

Mais, en Géométrie, on peut aller plus loin et considérer la 
dérivée géométrique de l'accélération ou V accélération du se- 
cond ordre^ la dérivée géométrique de cette dernière accélé- 
ration, c'est-à-dire celle du troisième ordre, et ainsi de suite. 
Mais nous nous bornerons à étudier les accélérations du 
second ordre. 

Soient 

ds 
V = -n la vitesse d'un point mobile à l'instant /; 
at 

doLy de les angles de contingence et de torsion de la trajec- 
toire ; 
p, pi les rayons de courbure et de torsion de cette courbe. 

On a 

- ^ - -X- - ^ = ^. 

^ ^ da. ^ da ' ^^ ~~ dz dz 

dt dt 

dV 

L'accélération tangenlielle du premier ordre -^ donne les 

accélérations du second ordre, 

d^\ 

-iw suivant la tangente, 

-7- -7- = — j- dans la direction du centre de courbure. 
dt dt p dt 
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Soient (/îg'. 43) 

aby bCy cd trois éléments consécutifs de la trajectoire, égaux 

à ds; 
(Q)> (R) les plans osculateurs abc, bcd; 
bf^= p le rayon de courbure en b perpendiculaire à ab dans le 

plan(Q); 
cgz^p-^ dp le rayon de courbure en c, perpendiculaire à bc 

dans le plan (R); 
ch la projection de cg sur (Q ) . 




L'accélération normale en c, 

V2 y% 

r- a — > 

p p 

donnera la même accélération suivant ch et Taccélération 

( h a — ) a e = = — at, 

\ P P / P PPi 

suivant la binormale hg [axe du plan osculateur (Q)]. 

L'angle formé par ch avec 6/ étant rfa, l'accélération suivant 
ch donnera les composantes 

^ d —- suivant bf, 

P P' -^ 



ha — )rfa = r- 

P P / p' 



h rf — I c?a = r rf^ » «è. 



Si nous désignons par Xt, Xny <^b les composantes totales de 
l'accélération du second ordre suivant la tangente, la normale 
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principale et la binormale, nous aurons, par ce qui précède. 



'Àot 



dt^' 



il) 



j . _\ d\ d \^ Y d\ V3 dp 

p dt dt p p dt p2 ds 



eiVi)^ — 



y3 

PPi 



On peut mettre ol)„ sous une autre forme. Soient, en effet 

(/..-. 44), 

Fig. 44. 




0, 0' les centres de courbure de a6c, bcd\ 

OA l'intersection des plans normaux en a et 6 à a6 et bc; 

0' A' celle des plans normaux en 6 et c à 6c et cd; 

i rintersection de la direction de 60 avec celle de 0'A\ 

Comme Tangle O'zO ne diffère de 90** que d'une quantité du 
premier ordre, on a 

Oi— dp. 

Mais i est l'élément d'arc en de la section normale à A 
de la surface polaire, section pour laquelle l'angle de contin- 
gence est rf«. Si donc on désigne par Si. le rayon de courbure 
principal de cette surface, on a 



en prenant le signe 
décroîtra; par suite. 



di ^ d^^ 

ou le signe — , selon quep croîtra ou 



(•^) 



V d\ V3 

^l>« = 3 - ^ - (r= a) \ 

p dt p3 
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Dans le cas des courbes planes, si sera le rayon de la déve- 
loppée. 

3i. Application à la détermination du rayon de courbure 
de la développée de quelques courbes planes, 

1° Cycloide. — Reporlons-nous au mode de génération de 
la courbe, tel qu'il a été défini au n<* 15 et à la figure qui s'y 
rapporte. 

L'accélération du premier ordrew^Om donnera lieu à l'ac- 
célération du second ordre — w^O/w dirigée suivant la tan- 
gente au cercle, dont la projection, suivant la normale mb, 
sera 



c 
^j^ — — oj3 w sin ahm = — w^ — , 

2 



«n désignant par d la corde ma = cg. 

L'accélération w^O/w donne la composante tangentielle 

dS ,c' 

—7- = — w' — • 

dt 2 

D'ailleurs 

V = coc, p = 2C, 

et, en faisant ces substitutions dans la formule (2), on retrouve 
le résultat connu 

^ = 2 6''. 

2*» Sections coniques, — Nous supposerons que l'ellipse 
est décrite par un point dont l'accélération est dirigée vers 
un centre fixe et est proportionnelle à la distance à ce centre, 
que Thyperbole est décrite de la même manière, lorsque Tac- 
célération change de sens, et enfin que la parabole est la trajec- 
toire d'un point dont l'accélération est constante en grandeur 
et en direction. Il est évident que dans ces trois cas l'accéléra- 
tion du second ordre se réduit à sa composante tangentielle et 
l'équation (2) nous donne, en y faisant Xn^=Oy 

p ^ y^ dt' 
Si à est l'angle formé par la normale avec le diamètre cor- 




r^^pondani, fin a 



rr^laiion '\m a lieu pour une courbe plane quiconque, en 
r-fin sidérant l'arij^le o comme se rapportant à la directiOD des 
diamètres delà parabole osculalrice. 

35. Hny-on de tonton de l'hélice. — Reportons-oou5 au 
mode de description de l'hélice et au\ nouiions du o" 17. 
Nous avon»< trouvé 



Soit A' le rayon de courbure de la développée de la seciion 
droite. 

Ilans le mouvement du point, suivant la section droite du 
ryliiidre, le» accélérations du second ordre, tangentielle et 
normale, sont, d'après la première des formules (>) et la for- 
mule {i), -- -, . - (±A'). On déduit de là, dans le mouve- 
ment hélicoïdal, 

Mais nous avons aussi, d'après les formules précitées, 

U-^~-— ■ 
* pp, p.Rainp' 
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par suite, 

sm'p 

Si le cylindre est circulaire, on a «^' = o, par suite <^ = o, ce 
qui devait être. 

Dans notre Traité de Cinématique pure nous avions donné 
les expressions des composantes de l'accélération du second 
ordre dans le mouvement relatif d'un point par rapport à un 
système invariable. Nous ne pensons pas devoir reproduire 
ici nos anciennes formules, qui sont assez compliquées et qui 
ne peuvent d'ailleurs conduire et assez péniblement qu'à des 
résultats connus. 



%\\, — De l^ accélération du second ordre dans le moui^ement 

d'une figure plane dans son plan. 

36. Comme cette question ne peut avoir de rapport qu'avec 
la Géométrie, nous supposerons constante la rotation instan- 
tanée 6). 

Soient, à l'instant / {fig. 4^), 

le centre instantané de rotation de la figure; 
S le centre des accélérations du premier ordre; 
m la position d'un point de la figure. 

Au bout du temps dt, le centre des accélérations sera venu 

SS' 
en S' et le point m en m'. Nous désignerons par u = —rr 

ce que l'on peut appeler la vitesse du centre des accéléra- 
tions. 

L'accélération w^m'S' du point m'y dirigée de m' vers S', 
peut être considérée comme se composant des suivantes : 

— w2 SS' = — là^udt suivant u ; 
co^w^ » m' s. 
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La dernière peut elle-même se décomposer en 



co^/wS suivant m S, ce qui n'est autre chose que l'accélération en m ; 



— to' mm — — tû^Omdt suivant mm'. 

Il suit de là que l'accélération du second ordre <vl, de m se 

composera de 

— a)'« suivant u; 

— 0)^0 m » mm'. 

Soient Ox la parallèle en à m et Oj sa perpendiculaire au 




même point; x, y les coordonnées de m. Nous aurons 



(I) 



\ JUy = 0)3 .r. 



On voit ainsi qu'il existe sur Oj un point T dont l'accéléra- 
tion du second ordre est nul et qui est défini par 



u 
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Nous avons alors 

(2) } oK>y= w'a:, 

d'où il suit que X est dirigé en sens inverse de la vitesse 
qu'aurait le point m si la rotation instantanée avait lieu autour 
du point T, que nous appellerons centre des accélérations 
du second ordre. 

On voit que ce centre jouit de cette propriété que l^accé- 
lération du second ordre d'un point quelconque de la figure 
est la même que si la rotation instantanée avait lieu effecti- 
i^ement autour du même centre. 

Supposons que les conditions qui définissent le mouvement 
de la figure nous aient permis de déterminer la position du 
point T, celles de et S étant d'ailleurs censées connues, et 

posons Om = r, Saw = r', Tm — r''; nous avons 

V=(i>r, — = co*r'cos(/', r'), -r- = w*/ sin(r, r'), 

P cet ' ^ 

et, par l'élimination de p et de V, l'équation (2) du n° 33 
prend la forme 

[3 r'2 r'3 1 
S\iii(r,r') — {±:Si)— C0S3(r, r'} • 

Mais, d'après ce que nous venons d'établir, nous avons 

aussi 

^l„^= 0)3 r" sin(r, r'); 

par suite, 

(3) (± Jl)^cos3(r, r') = - —sin2(r, /•') — /•" sin(r,r''), 

d'où l'on déduira le rayon de courbure de la développée de 
la courbe décrite par le point m, et qu'il sera facile d'ailleurs 
de construire géométriquement. 
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97. Détermination du centre des accélérations du second 
ordre dans quelques cas particuliers. 

I® L'une des conditions du mouvement de la figure est 
que run de ses points décrive une courbe donnée. — Si iw 
est ce point, A est connu; Téquation (3) fera connaître 
r^sin(r, r";, c'est-à-dire la projection \m de r^ sur la tan- 
gente en 171. Le point I se trouvant déterminé, on connaîtra 
une droite IT, laquelle se trouvera le centre T. 

Dans le cas où le mouvement de la courbe serait complète- 
ment déflni par une seconde condition semblable à la précé- 
dente, le centre T se trouvera à rinierseclion de deux droites 
connues. 

2» Le mouvement de la figure est défini par le roulement 
d'une courbe sur une courbe fixe. — Soient, à l'instant t 

Fig. 46. 




le point de contact des deux courbes ; 

R = CO, R'= C'O les rayons de courbure de la courbe mobile 

et de la courbe fixe; 
rfe, dz' les angles de contingence de ces deux courbes en O; 

T» d^ — ,, uR , 

1 — ^-» 1 — jtt '®s rayons de courbure de leurs dévelop- 
pées; 
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1 I I 

S le centre des accélérations du premier ordre ; 

O', S' les positions que prennent 0, S au bout du temps dt\ 

K la projection de S sur O'S' ; 

ds réiément 00'. 

Nous savons (n° 18) que 

SO = X, 

ds ^ 
— - = Ao). 
dt 

Nous avons 

S'K dl dX ds .d\ ., ^ 1 

~7- = -=-= -= — -=a)À-y-= — wA« a -7- j 
at dt ds dt ds ds 

mais 



df 



- VR2 ds "^ R'» dv ) 

~ VR» di ds "*" R'2 dz' ds) ~ VR3 



R'V' 



par suite, pour la composante de u suivant O'S', 

-V 






dt \ R3 

D'autre part, nous avons, pour l'autre composante de m, 



; f 



d'où 



SK _ dç IV -+- X _ . R^j- X 
dt ~ /r R' ~" "^ R 



\ K3 R'3 7 
tangS'SK= ■ ^ ^ 



(-è) 



ce qui définit complètement la direction de u et la position du 
centre des accélérations du second ordre. 
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NOTE I. 

SUR UN THÉORÈME DE BINET RELATIF AUX MOMENTS d'iNERTIE. 

Ce théorème, qui remonte à 1811, est très intéressant et 
aurait dû être inséré au § III du Chapitre V de la partie Méca- 
nique de ce Volume; mais Fauteur Tavait complètement 
perdu de vue : il a toutefois jugé convenable d'en faire Tobjei 
d'une Note spéciale. 

Soient 

Ga', Gj, Gz les axes principaux d'inertie menés par le centre 

de gravité de la masse M du corps; 
Ma2, Mb^, Mc2 les moments d'inertie relatifs à ces axes; 
un point du corps dont les coordonnées sont x> ^> ?; 

A = VX^-+-~^^^i-Ç^ la distance OG ; 

a, p, y les angles formés avec Ox, Oj, Oz, par un axe 0(/ 

issu du point ; 
Mp2 le moment d'inertie de M par rapport à 0(^. 

Le carré de la distance de G à 0(^ étant 

A2— ()^cosa-h Tj cosp -r- Çcosy)2, 

on a, en se reportant à des théorèmes connus, 

' p2 = «2 cos^a -h b^ cos* p 4- c2 cos2 Y 

1 _i- A2— (^cosa -f- 7) cosp -4- Çcosy)2 

i r=r(a»H-A2)COS»a-i-(^>2-+-A2)COS2p 

V -^ (c2-h A2)cos2y — (^cosa-h 7) cosp -^ Çcosy)^. 

La condition pour que l'axe Ou soit principal est 

ou 

(a*-f- A2)cosaû?cosa -r-. .. 

— (7 cosa -i- 71 cosp -T- ÇcosY)()^û?cosa -}-. . .) = o. 
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DVilleurSy cos^a + cos^p -f- cos^y = i donne 

— cosarfcosa — cospc^cosp — cos^rfcosY = o. 

m • 

Ajoutant cette équation multipliée par l'indéterminée /r à la 
précédente et égalant à o les coefficients des différentielles, 
on obtient 

!(a*H- A* — K)cosa = x(X^^s^ ■+" 'î ^^^P "^ Scosy), 
(b^-h A2 — K)cpsp = y) (^cosa -f- r^ cosp -h Çcosy), 
, (c* H- Aî— K)cosY = Ç (xcosa-HT) cosp -4- Çcosy). 

En ajoutant les équations (2) respectivement multipliées 
par cosa, cos(3, cosy, on trouve 

(a*-h A2) cos^a •+- (62-4- A*) COS^P 

(c*-h As)cos'y — (^cosa H-. ..)* = K 



OU, en se reportant à Téquation (i), 
Si Ton remplace Tinconnue p^ par 

(3) X = p2-AS 

les équations (1) donnent 



cosa = ^ , . 



,,v ' Q 7j(y cosa-h Ti cosB -h ^cosy) 
(4) ^^cos^=J^A -L—^ i U, 

_ g(xcos«-^^iCOsPH-gcosY) 
cosY - ^ ^^—^^ 

En ajoutant, après avoir multiplié par x» n, C» on obtient 

v2 yî ?'2 

^^- Û»-X ^ ^,2-X C2-X "" 

ou 

I -hÇ2(«*— ^^K^^*— >^) -(«'— ^)(^^*— ^)(^'— ^) = «» 



équation du troisième degré en 1, ce qui devait être. 

VIT. a5 
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Soil a* > 6* > c«. 

Pour X = — X, le premier membre de ( 5') prend le signe — ; 

j X = c', *» » -4- ; 

a X = b*, > •» — i 

i> A = a*, » * -r- I 

d'où il suit que les racines de Téqualion (5') ont pour limites 

X, > c* < A», 

X, > ^' < «*. 

Ces valeurs sont les paramètres des surfaces homofocales 
passant par le point 0, représentées par 



JCt yt 3t 

.r* r* 3* 

= 1, 



««—X, X,— /y» X3 — <?î 

et qui sont les homofocales de Tellipsoïde 



a* /;' (•* 



Les équations ('») peuvent s'écrire 



cosa _ cosp _ cosY 



ai—l b^—\ c2--X 

11 suit de là que /es axes principaux relatifs à sont nor- 
maux aux surfaces {6) et, par suite, tangents à leurs inter- 
sections. 
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NOTE II. 

SUR LE CHOC DE DEUX CORPS LIBRES. 

Les calculs développés, à partir de la formule (A) jusqu'à 
la formule (lo) du n* 69, sont assez laborieux et peuvent être 
notablement réduits par les considérations suivantes : 

£n multipliant le moment d'inertie de M, relatif à Taxe in- 
stantané G(ù, par le carré de la vitesse angulaire u, on obtient 
immédiatement, pour la force vive due à cette vitesse, 

La fonction /étant une fonction homogène du second degré 
de rifP, Qy on a 

àf àf âf - 

TLM >) ■fi 

Si l'on remarque que Par= — ;t^» •••('), on a, au lieu des 

équations (3), après avoir éliminé Timpulsion au moyen de la 
relation (i), 

àfQiyP.q) __ àf(no,po.qo) _ ^ 
du dtîQ ' 

djp W^ --2Z,(V-Vo), 

àfi ^y »'•) àf(no,^^ ^ 2Y,(V— Vo) 



éq dq 







( * ) On obtient de suite ces relations en remarquant que 

M/(n,/?, q) = Pio = P^n -h PyP -h P,q 

ce qui conduit aux relations dont il s*agit. 



ou 
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OU 

ôfin — /i », p — pf,. 7 — <y o ) _ 

En substituant les valeurs (5), on obtient, au lieu de (6), 

0% ' 



1 ^ - 21,. 



Si Ton ajoute les équations (II), multipliées respectivement 
par a, J3, y et que Ton ait égard à la relation (I), on trouve 

Comme par sa nature la quantité /(a^ (3, y) est essentielle- 
ment posilive, la constante 

(111) X = I - aZ, 4- ?y, = I -4- /(a, p, Y) 

est au moins égale à l'unité. 
L'accroissement de la force vive après le choc est 

F = M[V»- Vii +/(//, p, q) --fin,, po, qo)l 
Or 

JOhP. H) =/[«(V - Vo) + /io, ?(V - y,)+po. Y(V - Vo) -»- ço] 
= /[«(V-Vo), P(V-Vo), Y(V-Vo)] 
.)/'fa(V-Vo), 3(V — Vo). T(V-Vo)] 



<^/[a(V-V»), ...1 



/'o 
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d*où 

= ( V- V.)./(a, p, ,) -. ( V- v.)[.. ^/(^ ^p. '-I^ + „ '-^] 

=:(X-,)(V-V,).^(V-V„)[«„^%::^+;,.^-)+,oi^>]- 

Les équations (II) donnent, en ayant ensuite égard aux for- 
mules (i), 

'^0 JJ^^ -^Po ^ -^^0 ^^ 

= 2[-j9oZiH-^yoY,] =2(Wo — Vo). 

On a donc 

/(«,/>, (7) -/(/«o,/?o, 70) =(^-i)(V-Vo)^-f-2(V-Vo)(Wo-Vo), 

et enfin 

F = M(V - Vo) [X( V - Vo) -t- 2W0]* 

La force vive due aux vitesses perdues est 

G = M(V-- Vo)*-t-M/(« — «0, p—poj q — qo) 

= M(V-Vo)*-hM(V-Vo)^/(a,p,Y) 



ou 



G = X(V-Vo)*. 



FIN DU TOME SEPTIÈME. 
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